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AVERTISSEMENT. 

V> e t Ouvrage efl: divifé en deux Parties , la Sta- 
tique Se la Dynamique, La première a pour objet 
l'Equilibre , la féconde traite du Mouyement. 

Mais comme elle fùppofent toutes deux les Prin- 
cipes généraux de la Méchanique , & certaines 
Théories préliminaires qui leur {ont communes , j'ai 
raflèmblé dans une courte Introduction ces Princi- 
pes & ces Théories. 

Outre les Définitions ordinaires , cette In- 
troduction contient la Théorie du mouvement 
uniforme , celle du Mouvement compofé , celle 
des Réfùltantes , & le Principe général de l'E- 
quilibre. 

La Statique efl partagée en deux Sections; 
l'une eft pour les Centres de Gravité, l'autre pour 
les Machines. 

O n trouvera dans la première les propriétés Se 
les loix de la Pefànteur , deux Méthodes de dé- 
terminer le Centre de Gravité dans tous les cas . 
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y) AVERTISSEMENT. 

& des Applications en allez grand nombre , pour 
rendre cette théorie familière. 

M ai s pour la rendre complette , il falloit avoir 
égard à deux Eléments .que Ton néglige prefque 
toujours , & en apprécier l'influence. C'efl: par- 
là que finit la première Çfeétton de la Statique. 

La féconde expb(è d'abord les conditions pro- 
près à chaque Machine {impie , pour que l'Equili- 
bre ait lieu. Elle defcend enfuice dans le détail de 
plufieurs Machines compofées , dont elle enfeigne 
à calculer les effets, & à connoître les propor- 
tions les plus ayantageufes. . 

Quelques Réflexions générales fur les Machuies 
'& fur le Frottement terminent h. Statique. 

Il y a trois Seclions dans la Dynamique. La pre- 
miere traite du mouvement d'un corps confidéré 
comme un point libre., qui obéit avec une égalé 
facilité aux diverïès impulsons des .Forces accélé^- 
ratrices. 

On fùppofe de rnême dans la féconde Seclïon 
que le Mobile n'efl: qu'un point, mais qu'il eft anujetti 
à fe mouvoir {ùr une li^ne donnée , quelles que 
fbient les Puiflânces qui le foilicicent au mouvement. 
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AVERTISSEMENT. vij 

La troifieme a pour but de faire connoître le 
mouvement de plufieurs corps qui agiflènt les uns 
iùr les autres , en les confidérant comme autant de 
points différents , ce qui facilite la même recherche 
pour le cas où on les fuppoferoit d'un volume fini. ; 

Les principaux objets de la Dynamique font 
dijfcutés avec plus du moins d'étendue dans ces 
trois Sections. Elles renferment les Formules du 
mouvement .varié , les Forces Centrales , les Tra- 
jectoires des Projectiles, de nouvelles Applica- 
tions au jet des Bombes Sç au mouvement des Pkr 
netes , la gravitation réciproque des Corps céleftes , 
le Problême des trois Corps , la réûftance des Mi- 
lieux , la Théorie des Pendules , là Courbe de la 
plus vite defcente , les Loix du Choc des Corps , le 
Principe de la Confèrvation <àQ9 Forces Vives , le 
Moment d'Inertie , l'ufàge des trois Axes Princi- 
paux , & la manière de déterminer le Centre d'Os- 
cillation. 

Les Règles du Calcul Différentiel & du Calcul 
Intégral trouvent fbuvent leur application dans ce 
Traité , (bit parce qu elles rendent les démonftra- S 

tions plus courtes , foit parce qu il en réfulte plus 
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viij AVERTISSEMENT. 

d'uniformité dan» ia marche de l'Ouvrage , foit 
enfin parce qu'il n'eft guère poffible de réfondre 
autrement beaucoup de Problèmes de Méchaniquè. 
■. Ceux donc la folution entraîne plus de difficul- 
té, & ceux qui paroifienc moins utiles fe recort- 
noîtront aifément aux parenthefes qui les renfer- 
ment , & aux étoiles marginales qui les indiquent. 
On peut les paflêr prefque tous , fans nuire à la 
liaifon des matières dont ils font partie. 

J'ai cité dans le cours de cet Ouvrage la plupart 
des Géomètres illuftres dont les travaux ont reculé 
les bornes de la Méchaniquè , afin d'indiquer les 
foiJrces mêmes où l'on pourra puilèr des connoiflàn- 
■ces plus approfondies. 
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INTRODUCTION. 

Z.LjA Méchanique, en général, a pour objet le mouve- 
ment des corps, & l'équilibre des forces oppofées. 

Mais lorfqu elle difcute en particulier , les principes , les 
loix & les effets du mouvement, elle prend le nom de Dyna- 
mique. Si ces difcuffions font relatives au mouvement des 
Fluides , elles forment alors une féconde branche , appellée 
Hydro- Dynamique. 

Quant à l'équilibre des forces oppofées , la Méchanique 
fe dîvife encore en Statique & en Hydro-Statique , fuivant 
qu'elle s'occupe des recherches néceflaires pour déterminer 
les conditions de l'équilibre , entre les corps Solides , ou / 

entre les Fluides. ^ 

Comme la Statique fie la Dynamique fervent de fondement 
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* TRAITÉ 

aux deux autres branches de la Méchanique > c'eft par elles 
que Ton doit commencer l'étude de cette Science. Elles font 
la matière de ce Traité. 

I. 

a. On dit qu'un corps eft en mouvement, toutes les fois 
qu'il change de place. Or pour confommer ce changement , 
il faut que le Mobile quitte le lieu où il eft , & qu'après 
avoir parcouru les lieux intermédiaires > il aboutifle enfin 
au lieu qu'il doit occuper. 

Ce paflage fuccefEf d'un lieu dans un autre , s'opère tan- 
tôt plus vite , tantôt plus lentement. Telle on voit , dans 
une Montre , l'aiguille des Minutes faire le tour du Cadran 9 
en douze fois moins de temps que l'aiguille des Heures. Tel 
encore l'éclair qui annonce la Foudre , traverfe l'Atmof- 
phere avec bien plus de rapidité > que le bruit du Tonnerre; 

3 • L'idée du mouvement renferme donc trois principaux 
objets , qui font en quelque forte les Eléments de la Mé- 
chanique. i°, Vejpace parcouru par le mobile ; a , le temps 
employé à le parcourir; 3 , le rapport de cet efpace au temps qu'il 
qu'il a fallu pour le parcourir. ' 

C'eft ce rapport que tout le monde connoît fous le nom de 
Fttejje. Il eft à propos de s'en former ici une jufte idée. 

IL 

4- Quelle que foit la nature de l'efpace , fur laquelle on a 
tant de fois raifonné à perte de vue , on peut fe le repréfenter 
comme une étendue immenfe & pénétrable > dans laquelle 
tous les corps font plongés. 
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DE MÉCHANIQUE. 3 

Ils eh occupent tous une portion plus ou moins grande , 
fuivant qu'ils font plus ou moins gros. Leur grofleur ou leur 
volume eft donc la mefure de cette portion d'efpace qu'ils 
remplirent > & qu'on appelle le Lieu de ces corps. 

Cela pofé , concevons dans cette immenfité , deux points 
éloignés l'un de l'autre d'une quantité finie , d'une toife , par 
exemple. Si un corps mis en mouvement par une caufe quel-* 
conque > parcourt cette diftance y ce ne peut être que dans un 
certain temps. 

Or quelle que foit encore la nature du temps , il eft prouvé 
par expérience , que le même mobile animé d'un plus fort 
mouvement , parcourt plus vite cette même diftance ; enforte 
que pour un mouvement double , par exemple , il lui faut 
deux fois moins de temps. 

5 . Mais comme dans cet efpace indéfini que nous nous 
figurons confufément , on peut prendre des diftances déter- 
minées que l'on appellera des Pouces > des Pieds , des Toi/es , 
&c ; fie que ces diftances feront des mefures fixes , c'eft-à- 
dire , des unités de longueur > auxquelles on rapportera toutes 
les dimenfions de cette efpece : ainfi dans le profond abîme 
du temps , on peut détacher , pour ainfi dire , des mefures 
fixes 6c connues qui ferviront à leur tour , comme autant 
d'unités de temps, pour comparer toutes les durées paflageres. 
On les appellera des Heures , des Minutes , des Secondes , &c. 
• Enforte donc , que fi nous appelions une minute le temps 
que ce mobile met à parcourir une toife , en vertu du pre- 
mier mouvement ; nous dirons qu'en vertu du fécond , il l'a 
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4 TRAITÉ 

parcourue dans une demi-minute , & que par Pimprefïïon 
d un mouvement foixante fois plus rapide que le premier ,. il 
parcourrait cet intervalle dans une féconde, 

6. Il eft aifé de voir maintenant , que fi une partie , une 
mefure , une unité d'efpace exige , pour être parcourue , 
une y ou deux, ou trois unités de temps , le nombre n de ces 
portions d'efpace ne fera parcouru que dans un nombre », 
ou 2n , ou 3 n d'unités de temps , en fuppofant que le mobile 
conferve le même mouvement >. dans toute la longueur de 
Tefpace qu'il parcourt. 

Il y a donc toujours un certain rapport entre le nombre 
des unités d'efpace & celui des unités de temps ; rapport 
bien facile à déterminer par la fimple divifion de ces deux 
nombres. Le Quotient exprime dans tous les cas la vîtefle 
du mobile. 

7- Et delà y ce principe fi connu en Méchanique r 
( quoique affez mal énoncé ) , que lavttejfe eft égale à Pefcac* 
divifc far le temps. 

III. 

Mais reprenons les chofes de plus haut > & après nouff 
être placés au point de vue fous lequel les premiers Mécha- 
niciens durent envifager le fujet que nous traitons , effayons 
de marcher fur leurs traces, & d'analyfer leurs premiers 
efforts. 

8 • La matière & le mouvement s'offrirent par-tout à' 
leurs regards , comme ils s'offrent encore , à chaque inftant, 
aux nôtres. Sans doute que familiarifés , ainfi que nous, dèt 
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l'enfance » avec toutes les merveilles qui réfultent du mou- 
vement , ils furent bien plus empreffés d'en jouir , que d'en 
rechercher les caufes. Quelle dût être cependant la furprife 
de ceux qui les premiers s'occupèrent de ces recherches ! 
Eft-il rien en effet de plus étonnant , dans la Nature , que la 
iîmple communication du mouvement r pour quiconque en 
médite les merveilles ! 

Mon bras eft en repos ; mon ame ordonne qu'il fe meuve , 
& il fe meut auffi-tôt ! Sous ma main fe préfente un corps 
quelconque > qui femble par fon repos devoir languir dans 
une ina&ion éternelle i 6c tout-à-coup ce même corps pouffé, 
tiré ou jette fe met en mouvement ! Trouve-t-il fur fa 
toute d'autres corps en repos ? il partage fes forces avec 
eux fuivant lés loix les plus confiantes > quoique ces loix 
femblent fe diversifier àl'infink 

Tantôt il s'arrête brufquement, fes forces paroiffent tout- 
à* coup anéanties ; tantôt il revient fur fes pas, ou s'il conti- 
nue fa première route > c eft avec une vîteffe fenfiblement 
affoiblie , qui ne peut pas tarder de finir. Elle finit auffi , ôc 
voilà que le corps rentre dans l'état de repos , d'où je l'avois 
tiré. Quel eft donc le reffort fecret qui a pu le mettre ei* 
mouvement ? Quelle eft l'intelligence qui préfide à une 
diâribution (i exaûe de fes forces ? Qu'eft donc devenu fon 
mouvement f Qu'eft devenu celui des corps qu ? il avoit pouf- 
fes , ou entraînés , ou du moins ébranlés fur fon paffage ? y 
voilà déjà bien des queftions , & on pourrait en ajouter bien 
d'autres. Faut-il donc s'étonner fi les plus célèbres Phi- 
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lofophes de l'Antiquité , d'accord en ce point avec les plus 
fages Philofophes Modernes , ont regardé Pexiftence & la 
communication du mouvement , comme une preuve fans 
réplique de l'exiftence de Dieu ? 

IV. 

p. A ces premières obfervations fe joignirent bientôt 
celles de la Pefanteur & du frottement : on a toujours vu les 
corps affujettis à cette loi impérieufe qui les ramené conf- 
tamment vers la Terre. Quel en eft le principe ? on n'en 
fait rien : mais les effets n'en font pas moins palpables , ni 
moins univerfels dans tous les corps qui nous entourent. 

Le plus ordinaire de ces effets, eft de détruire peu- à^ 
peu les mouvements qui font oppofés à la direÛion de 
la pefanteur. Vous jettez une pierre en l'air , & cette 
pierre retombe. Il n'y a rien là qui ne foit très-commun; 
On crieroit même au prodige , fi elle ne retomboit pas...*. 
Eh , pourquoi cependant faut-il qu'elle retombe ? Pourquoi 
ne continue-t-elle pas de s'éloigner de la Terre , en fuivant 
fa direction primitive , avec toute la vîteffe que vous lui 
avez imprimée ?.... Pourquoi, direz -vous ? c'èft qu'une 
Puijjance fupérieure la repouffe. . . Mais qu'eft-ce donc quq 
cette puiffance ? . . . perfonne ne peut la définir , quoique 
tout le monde en éprouve les effets. On eft convenu de 
l'appeller Pefanteur, Gravite, Gravitation, &c, tous mots 
fynonimes pour exprimer cette tendance générale qu'ont tous 
les corps vers le centre de la Terre. 

I O. Cette propriété n'eft pourtant pas effentielle à la 
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madère. On peut Pen dépouiller par la penfée , fans alté- 
rer en rien fa nature ;- fie dans cet état , elle n'offre plus 
qu un affemblage de parties plus ou moins rapprochées, félon 
qu'il y a plus ou moins d'interftices dans les corps qui réful- 
lent de cet affemblage. On eft encore convenu de défigner 
la quantité de ces parties par le mot Maffe. Ainfi lorfqu'un 
corps a deux fois plus de parties matérielles qu'un autre, on 
dit qu'il a deux fois plus de maffe. 

V. 

II. A ne confulter que ce que nous voyons, que ce que 
nous connoiffons des propriétés de la matière , il eft confiant 
qu'elle eft abfolument indifférente pour toute forte de direc- 
tions dans fon mouvement. La Bombe qui s'élance du Mor- 
tier, le Boulet qui fort du Canon , tous les corps projettes 
fuivant des dire&ions quelconques , ne s'écarteroient jamais 
de la ligne de leur mouvement primitif, fi des caufes étran- 
gères ne leur oppofoient pas des obftacles invincibles. Ils 
conferveroient éternellement leur première vîteffe , fi la 
gravité , l'air , l'eau , ou tout autre Milieu à divifer , fi les 
frottements multipliés qu'il faut vaincre , ne la détruifoient 
pas à l'envi. 

Comme tous ces obftacles font fujets à des variations in- 
finies , il eût été impoffible de rien fixer dans la feience du 
mouvement , fi on n'eût pas commencé par faire abftraûion 
de ces obftacles. On la fit donc , cette abftraâion ; 6c après 
avoir cherché quelles feroieftt les loix du mouvement , s'il 
n'y avoit rien dans la Nature, qui pût en troubler l'harmonie, 
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on tranfpoîta ces mêmes loix dans l'état naturel des chofes } 
afin de pouvoir apprécier les effets produits par tous ces di- 
vers obftacies, Ainfi furent pofés les fondements de la 
Méchaniqùe, 

VL 

1 2 • En fuivant le même procédé , nous fuppoferons donc 
i°, que les corps n'ont point de pefanteur ; 2°, que dans leur 
mouvement ils n'éprouvent aucune réfiftance , ni de la pare 
du milieu qu'ils traverfent , ni de la part du frottement des 
plans fur lefquels ils fe meuvent. 

Ces fuppofitions faites , nous déterminerons les loix de 
leur mouvement ; & après en avoir calculé les effets , nous 
les comparerons avec les réfultats que donne l'expérience* 
Tel eft en général le plan que nous fuLvrons dans le cours de 
cet Ouvrage. Mais avant de commencer, il eft à propos d'à-* 
jouter ici quelques autres notions préliminaires, 

VII, 

I 3* On appelle Mouvement uniforme , celui d'un corps qui 
en temps égaux parcourt des efpaces égaux. S'il y a dans la 
Nature des exemples de ce mouvement , ils font bien ra- 
res , à caufe de tous les obftacies qui s'oppofent à fon uni- 
formité- La meilleure Pendule n'offre que de grandes ap- 
proximations de cette égalité rigoureufe & abfolue, foit 
dans la marche régulière des roues & des aiguilles, foit dans 
les ofcillations de la lentille. 

On n'en conçoit pas moins la poflibilité du mouvement 
uniforme ; & la définition que l'on en donne > ne fuppofe que 
cette poflibilité. 1 4. 
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l4* On appelle Mouvement accéléré y celui qui dans des 
temps égaux fait parcourir au mobile des efpaces qui vont 
toujours en augmentant. Rien n'eft plus commun que ces 
fortes de mouvements dans l'état préfent des chofes. Voyejg 
avec quelle rapidité tombe vers la fin de fa chute , un corps 
qui defcend d'une hauteur considérable, 

I 5 • Si les efpaces parcourus en* temps égaux diminuent 
de plus en plus, alors le mouvement s'appelle retardé. Parmi 
des milliers d'exemples que nous en avons fous les yeux , il 
fuffit de rappeiler celui d'un corps jette en l'air > ou celui 
d'une boule qui roule. On voit leur mouvement s'affoiblir 
d'abord d'une manière fenfible > & bientôt après on voit ce 
corps defcendre , & cette boule s'arrêter. 

I 6. Tout ce qui donne , tout ce qui imprime le mouve- 
ment à un corps, fe nomme en général Puijfance, Force , 
Caufe motrice, Agent : mais fi cette force agit fans interrup- 
tion fur le mobile , elle fe nomme en particulier Force accé- 
lératrice. La gravité eft dans ce cas , par rapport à tous les 
corps en mouvement , confidérés dans l'état naturel. 

VIII. 

17. Comme le mouvement eft un paffage continuel d'un 
lieu dans un autre , le repos eft une perfévérance continuelle 
dans le même lieu. On en diftingue de deux fortes > le Repos 
abfolu , fie le Repos relatif. 

Le premier eft celui d'un corps qui non-feulement n'a pas 
le plus petit mouvement propre qui le faffe changer de lieu , 
mais qui ne participe pas même au moindre mouvement 
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commun des corps dont il cil environne. Exifte-t-il dans le 
monde un femblable repos ? c'eft ce que Ton ignore y & la 
queftion eft très-peu importante* Depuis l'homme qui re- 
pofe du fommeil le plus tranquille , jufqu'à ces maffes énor- 
mes de rochers & de montagnes dont le repos paroît fi 
allure , tout tourne , tout avance avec l'étonnante vîteffe qui 
emporte la terre à travers de l'efpace. 

Quant au repos relatif, on ne peut en nier l'exiftence ; 
c'eft celui d'un corps qui refte dans le même lieu > en ce 
fens qu'il ne change point de diftance par rapport aux objets 
dont il eft entouré immédiatement. C'eft ainfi, par exem- 
ple , qu'un homme aflis dans le. fond de fa voiture , eft en 
repos , quelque vite qu'aille la voiture. 

Ces notions pofées , voici les fondements de la Mécha- 
nique. 

Principes généraux de la Méchant que. 

Principe L 

I S* To ut corps qui eft en repos $ y demeurer oit éternellement^ 
s'il n'en étoit tiré par quelque caufe étrangère. 

Ce principe eft inconteftable : car de deux chofes l'une ; 
ou il faut une caufe étrangère pour imprimer du mouve- 
ment à ce corps , ou il peut s'arracher de lui-même au re- 
pos y en fe donnant du mouvement. Mais dans quel* fens y 
dans quelle dire&ion pourroit-il fe mouvoir , puifqu'il n'y a 
pas de raifon pour qu'il fe meuve d'un côté plutôt que d'un 
autre î 
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Ceft fur ce principe que Defcartcs & Nevton fondè- 
rent leurs théories des forces Méchaniques. On fait que le 
premier , après avoir fuppofé l'efpace rempli de matière , 
ne demandoit plus que du mouvement , pour expliquer le 
Méchanifme de l'Univers. Il avoit bien compris que cette 
matière , abandonnée à elle-même , refteroit à jamais dans 
l'inertie & dans le repos» Il eut donc recours à l'Etre fu- 
prême , pour donner feulement le premier branle à cet amas 
informe ; & fe chargeant , pour ainfi dire , des fuites & des 
détails , il éleva ce vafte édifice , dont les ruines étonnent 
encore par la magnificence & la hardiefle qu'elles décèlent 
dans fon plan. 

Averti cependant par la fragilité de cet édifice , de la 
Aéceflité de prendre une autre route , Newton fit tous fes 
efforts pour trouver la véritable. Il remonta , comme Def* 
cartes, à l'origine des chofes; & là, ne voyant, comme 
lui , dans la matière, qu'un être purement palfif , fans mou- 
vement , fans adion & fans force , il jugea que par fa 
nature elle eût été condamnée à un éternel repos , fi le 
Créateur ne l'en eût tirée. Il fuppofa donc que tous les 
corps dufyftême folaire avoient été projettes dans J'efpace, 
chacun fuivant une ligne droite différente , mais tous avec 
yne gravitation univerfelle vers un centre déterminé ; & de 
cette fuppofition , il s'éleva par des calculs nouveaux à ces 
découvertes immortelles qui femblent avoir revêtu fon hy- 
pothefe , de toutes les couleurs de la vérité. 
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Principe II. 
1$. Tout corps mis une fois en mouvement , continuer oit à 
perpétuité de fe mouvoir uniformément & en ligne droite , fi fin 

m 

mouvement nétoit point troublé par Faftion de quelque puijfanct 
étrangère. 

Ce principe n'eft pas moins inconteftable que le précédent : 
car puifqu'un corps en repos ne peut fe donner du mouve- 
ment , il n'eft pas en fon pouvoir de détruire ni même d'alté- 
rer celui qu'il a reçu. Il doit donc, i°, le conferver toujours» 

2° , Il faut que ce mouvement foit uniforme : car fi en 
temps égaux, le mobile ne parcouroit pas des efpaces égaux, 
il altéreroit fon propre mouvement ; ce qui eft de toute 
impoflibilité. 

3°, Puifqu'à l'origine de fon mouvement, fa direâion eft 
déterminée par la caufe motrice , il n'y a plus de raifon pour 
qu'il s'en écarte d'un côté plutôt que d'un autre. Il persévé- 
rera donc toujours dans un même degré de vîteffe, Ôcdans 
la même dire&ion. 

Et tel feroit , encore une fois , le mouvement de tous les 
corps , fi la pefanteur, fi le frottement , fi la réfiftaftce de l'air, 
jointe à celle de tant d'autres parties de matière ou agitées ou 
en repos , qui fe rencontrent fur leur paffage , n'anéantit 
foient pas , à la fin , les plus grandes comme les plus petites 
vîtefTes, & ne changeoient pas prefque toutes les directions» 

Principe III. 

_ • m — m. 

2 O. Cette efpece de réfijlance que tous les corps oppofem 4 
leur changement d'état , foit pour le repos , foit pour le mouve* 
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ment ( on l'appelle avec Newton la force d'inertie ) eft tou- 
jours proportionnelle à leur majfe. 

En effet y cette réfiftance eft le réfultat de toutes celles 
qu oppofent leurs diverfes parties, puifque chacune réfifte au 
changement de fon état. Donc plus il y a de parties dans un 
corps , plus fa force d'inertie eft grande. 

2 I . Il faut cependant ne pas confondre cette force avec 
celle de lapefanteur; 1% parce quelle auroit lieu, même 
dans la fuppofition que les corps ne fuflent point pefants ; 
3°, parce qu'elle réfifte dans tous les fens , & que la gravité 
ne s'oppofe qu'aux mouvements qui lui font oppafés ; 3% 
parce que l'aâion inftantanée de la gravité n'eft fufceptible 
d'aucune comparaifon avec les puifTances finies ; au lieu que 
la force d'inertie, ou la réfiftance qu'oppofent les corps à 
leur changement d'état , eft toujours proportionnelle à la 
force motrice. 

Principe IV. 

2 2. La quantité de mouvement dans un mobile quelconque 
qui fe meut uniformément y eft égale au produit de fa majfe par 
fa vîtejfe. 

' La mafle d'un corps n'eft autre chofe que la fomme des 
parties matérielles qui le compofent ; & fon mouvement 
total réfulte de tous les mouvements particuliers de ces par- 
ties. Or elles ont toutes la même vîtefle , (. celle du mobile ) , 
& on conçoit que chacune a une unicé de mouvement; 
donc en multipliant leur fomme par la vîtefle qui leur eft 
commune , on doit trouver le mouvement total. 
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a 3 • Si le mobile n éprouvoit qu'un mouvement de ro- 
tation y tout le monde fait qu'alors fes parties au r oient deç 
vîtefles différentes : mais il ne s'agit ici que du mouvement 
reâiligne qu'une puiffance quelconque peut lui imprimer. ) 

2 4- Donc appellant M la maffe du mobile , V fa vîtefle^ 
on aura généralement Af /^pour l'expreffion de fon mouvez 
ment. 

Cette manière d'évaluer les forces d'un mobile, a efluyé 
beaucoup de contradi&ions , depuis que Leibnitz a introduit 
dans la Méchanique , cette diftinttion célèbre des Forces 
vives ficfdes Forces mortes, fur lefquelles on s'eft débattu fi 
long temps. Suivi de plufieurs illuftres Géomètres , Leibnitz 
prétendôit que , pour eftimer les forces d'un corps en mouve- 
ment , il falloit multiplier fa maffe par le quarré de fa vîtefle. 
Il nommoit ce produit la force vive du mobile. Par les 
forces mortes il entendoit le fimple effort > la feule preffton 
d'un corps ou d'une puiffance contre un obftacle infurmon- 
table , & il avouoit que celles-ci dévoient fe mefurer y en 
multipliant la maffe par la vîteffe > qui dans ce cas n'étoit 
que virtuelle. 

Peu contents de cette nouveauté , 6c naturellement en 
garde contre les fubtilités Métaphyfiques de ce grand* 
homme, les autres Géomètres perfifterent dans leur ancienne 
opinion. Plufieurs même la défendirent avec fuccès , & la 
difpute devint fort vive. Mais après avoir bien difputé , 
chacun refta dans fon fentiment , comme cela fe pratique, 
d'ordinaire , & les chofes n'en allèrent pas plus mal , ni, 
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pour les uns , ni pour les autres ; preuve certaine que les 
fondements de la Méchanique net oient pas intéreffés à leur 

querelle. 

Cette feule confidération doit empêcher de prendre part 
à cette efpece de fchifme. Le fujet n'en vaut plus guère la 
peine , depuis que par des eflais réitérés des deux méthodes , 
on s'eft afluré qu'elles donnoient abfolument les mêmes 
résultats , pour la folution des mêmes problêmes. 

Nous dirons donc, que la quantité de mouvement eft égale 
au produit de la mafle par la vîtefle ; & puifque l'effet d'une 
puiflance quelconque confifte à imprimer à un corps une 
certaine quantité de mouvement , nous ajouterons que la 
mefure la plus naturelle & la plus uniforme de l'aâion de 
cette puiflance fur une mafle quelconque , eft le produit de 
cette mafle par la vîtefle imprimée. 

2 5 • Il nous arrivera fou vent d'appeller puiflance ou force, 
ce qui n'en eft réellement que l'effet ; parce qu'en Mécha- 
nique , les puiflances n intéreflent que par les effets qu'elles 
produifent. Souvent même on ignore le ur nature , quoique 
leurs effets foient très-connus. Ainfi les loix 6c les effets 
de la pefanteur , quoique bien confiâtes depuis plus d'un 
fiecle , n'ont répandu prefque aucune lumière fur la caufe 
phyfique de ce phénomène. 

Il fuffira donc d'avoir une fois fixé le fens des mots , 
Force y Puiflance , fi fouvent répétés dans les ouvrages de 
Méchanique , pour n'être jamais embarraflé fur leur ligni- 
fication & leur ufage. 
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2 6. Obfervons, en finiffant cet article , qu'une même 
force appliquée à différents corps , doit leur imprimer des I 

vîteffes différentes pour que fon effet foit le même. Car 
foitJ 7 la vîteffe qu'elle peut communiquer à une maffe don- 
née M , & v celle qui doit être communiquée à une autre 
xnaffe m , pour que les deux qtpntités de mouvement foient 
égales. On aura donc mv=iMV\ d'où Ton tirera v = ~ 
pour l'expreffion de la vîteffe du fécond mobile m. 

Formules du Mouvement uniforme. 

nj. Puisque dans le mouvement uniforme , les efpaces 
parcourus en temps égaux, font égaux , il eft évident que 
les efpaces doivent toujours être proportionnels aux temps 
employés à les parcourir ; & réciproquement , lorfque les 
efpaces font proportionnels aux temps, le mouvement eft 
uniforme. Appellant donc V la vîteffe d'un mobile , ou ce 
qui eft ici la même chofe , appellant V l'efpace qu'il par* 
court dans une unité de temps , dans une féconde , par 
exemple ; & nommant E l'efpace proportionnel qu'il par- 
courrait dans un nombre T de fécondes , on aura V\ E : :. 
I : T; & par conféquent £ = AT; Formule générale des 
mouvements uniformes ; de laquelle on déduit V = — , fie 
T = y: enforte qu'étant données deux de ces quantités 
EyVyTy la troifîeme fe détermine immédiatement. 

a 8* De ce que V— ■=■ , il fuit que toute autre vîteffe 

e E e 

uniforme v =— ; donc P: v::— : — j ce qui donne Eat=s 
eVT\ d'où l'on déduit, 



i°, 
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i a , Que les vîtefles de deux mobiles animés d'un mouve- 
ment uniforme, fontenraifon direâe des efpaces 6c en rai* 

■ 

fon inverfe des temps : car on a V\ v : : Et : e T. 

2°; Que leurs vîtefles en temps égaux font proportion* 
nelles aux efpaces ; puifqu'en effaçant r=» * dans l'équation 
précédente, on a Ev =» e V\ ou V\ v : : E : e. 

3° 9 Q ue ^ I e * efpaces parcourus par ces deux mobiles 
font égaux > leurs vîtefles font réciproquement comme les. 
temps. 

• 4 , Si les efpaces font proportionnels aux temps , le» 
Vîtefles font égales : car alors on a E : e : : T ; t , donc E t =-* 
eTy donc ff=v. 

$°, Mais fi les efpaces font en raifon inverfe des temps j 
les vîtefles alors feront en raifon inverfe des quarrés de9 
temps : car puifque d'un coté on a E:e::t:T y & que de 
l'autre £== FT y & e =vt> on aura en fubftituant , VT : 
vt ::*:T,& JT* = vi % , d'où l'on tire Vivwf.T*. 

<S°, Dans la même fuppofltion , on aura V : v : : E % : e\ 

2p. L'équation Evt — cVTy fait voir de même que 
lorfque deux mobiles fe meuvent uniformément , les efpaces 
qu'ils parcourent font en raifon composée des temps fit des 
vîtefles : donc fi leurs vîtefles font égales , les efpaces feront 
comme les temps , & réciproquement en temps égaux , les 
efpaces feront proportionnels aux vîtefles : donc aufli les 
efpaces feront égaux , toutes les fois que les vîtefles feront 
réciproquement proportionnelles aux temps , &c > &c» 

L'équation Evt «= e VT s'applique avec la même facilité 
à la comparaifon des temps. C 
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Remarque L 
3 O. Il fembleroit d'abord que l'efpace , le temps de la 
vîteffe étant des quantités réellement hétérogènes , on ne 
devroit jamais les comparer enfemble. Cependant de la ma- 
nière dont nous les avons envifagées dans l'article précédent, 
rien ne s'oppofe a ces fortes de comparaifons. En effet, noua 
avons confidéré kt vîteffe F > comme exprimant l'efpace 
qu'un mobile parcourt dans le temps i , c'eft- à-dire > dans 
une certaine partie déterminée de temps que- Ton a prife 
pour, l'unité : donc V eu comparable à E. Quant à ta quan- 
tité T f elle n eft dans: cette fiippofitionr , qu'un nombre- 
abftrait, que l'on peut par conféquent comparer avec touta 

aimre quantités 

Remarque IL 

3 I. Quelque: grande que (bit l'obfcurité des difeuffion* 
Métaphyfiques fur la natuœ du temps, il eft certain que noua; 
le concevons tous y comme s'écoulam uniformément. On doit 
donc chercher la mefure de fa durée dans le mouvement 
uniforme* Mais comme d'un côté r nous ne pouvons être 
afîiirés de l'uniformité d'un mouvement, que par l'égalité 
des temps employés à parcourir desefpaces égaux , & que 
tf an autre coté, nous ne pouvons juger de l'égalité de deux 
temps , fans en avoir une mefure fixe y il eft clair que noua 
voulons ici dans un cercle viciera, & qu'à la rigueur nous 
ft'avems pas de mbymestâ de mefurer le temps. Il ftutdono 
fe contenter d'une ftnplc approximatio©; 

3 2 . Ccft ainâ qne le mouvement d'une Pendule 
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avec beaucoup de foin , eft oeaCë uniforme , 6c qu'il Vtft 
réellement y fans erreur fenftble : c eft encore ainfi que le 
mouvement de rotation que la terre éprouve tous les jours 
autour de fon axe , 6c qui nous fait croire que les Cieux 
tournent en fens contraire, eft jugé uniforme. 

[Cependant lorfqu'on le rappprte au Soleil, comme on le 
fait dans l'ufage civil , pour mefarer h longueur des jours 
-par les révolutions jdiurne s ^ie cet aftre r on y trouve quelques 
irrégularités 5 qui rendent les jours tantôt un peu plus longs* 
tantôt un peu plus courts. Mais pour Suppléer au petit in- 
convénient de ces inégalités , on règle les Pendules Aftro-; 
aomiques , non fur le mouvement vrai du Soleil , tels que les 
Cadrans & les Méridiens le donnent , ce qui eût été prefque 
impolCble ; mais fur fon mouvement moyen > ou fur la révo- 
lution apparente des Ftxes. Avec cettç précaution > une pen- 
dule bien réglée ne s'écarte jamais au - delà de certaines 
limites, connues pour tous les jours , de l'heure que lès 
meilleurs cadrans folâtres indiquant , & qu'on appelle le 
Temps vrai ; l'heure de la pendule eft le Temps moyen ; leur 
^différence journalière fè nomme Equation; fit pour le dire; 
*n paffant, une pendule eft à équation > loifqu'elle a deux 
aiguilles de minutes , dont l'une marque le temps vrai* fie 
l'autre le temps moyen. ] 

3 3 . En-attendapt que nous puiffionstiévelûpper la théorie 
des pendules, il fuffira d'obfer ver que les progrès finguliexs 
des Artiftes modernes ont porté les mouvements d'Horlor 
gerie à une fi grande précifion y qu'on ne doit plus avoir dç 

C i j 
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difficulté pour la mefure du temps. Obfervons auffi qu'il eft 
d'ufage en Méchanique de le compter par fécondes , enforte 
que nous regarderons déformais une féconde , comme l'unité 
de temps. 

Problêmes fur le Mouvement uniforme. 

Fie. I. 3 4* Problême I. Deux corps A & B fe mouvant uni- 
formément fur une ligne droite^ B , avec des vîtefles don- 
nées V & v , font aâuellement à une diftance AB=i\ 
trouver dans quel temps leur intervalle fera — c? 

Soit x le temps cherché. Alors fi les deux mobiles vont 
dans le même fens , B fe trouvera en B' fie A en A 1 , lorfque 
le temps x fera écoulé , enforte que leur diftance A 1 B! fexa 
égale à r. 

Cela pofé, on a (7) AA'=*Vx> & BB'=zvx; donc 
d-\-vx — Vx = ;£ c : je mets Hh c, quoiqu'il n'y ait que le 
ligne -H qui convienne à la figure , parce qu'il peut arrivet 



que le point_ A 1 foit plus éloigné que le point B 1 . On aura 
donc x =a - — . 

V — v 

Ainfi ce petit problême eft fufceptible de deux folutîon$, 
comme il eft aifé de le voir, en faifant attention que de paît 
& d'autre du point de rencontre , les deux mobiles peuvent 
fe trouver à la même diftance c. Or pour déterminer le temps 
au bout duquel ils doivent fe rencontrer , s'il y a lieu , on 
fera f«o, fie on aura x =* ^^ ; valeur moyenne propor- 
tionnelle arithmétique entre les deux qui réfultent du cas 
général. 
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Mais pour que cette formule ait lieu > il faut fuppofer que 
les mobiles font des pointa , fans quoi il y auroit collifion 
entr'eux , lorfque c feroit égal à la fomme de leurs rayons j 
fi cei deux corps étoient fphériques. 

Exemple. 

On fuppofe que A parcourt 4 pieds dans une féconde , 
que B n'en parcourt que 2^ dans le même temps , que l'in- 
tervalle qui les fépare eft de 20 pieds , & on demande quand 
ils ne feront plus qu'à 6 pied^de diftance , l'un de l'autre ? 
• On aura x =» >0 "*" a f = °~^* 4 ; c eft-à-dire, que les deux 
mobiles fe trouveront à la diftance demandée foit au bout 
de 1 i"f , foit après 20*f . Le milieu donne \6 } * pour le mo* 
ment de leur rencontre; bien entendu que pour que la féconde 
folution ait lieu , il faut fuppofer que ces corps étant impé- 
nétrables y ils ne fe meuvent pas précifément dans la même 
ligne y ni dans le même plan , mais feulement dans des lignes 
parallèles affez éloignées pour qu'ils ne puiflent pas fe cho- 
quer en fe rencontrant. Ceft ainfi que l'aiguille des minutes 
rencontre celle des heures , & que la Lune rencontre le So- 
leil , lorfqu elle l'éclipfe pour nous. 

3 5* Problême IL Deux corps A & B , animés de dif- Fio. %. 
férentes viteffes uniformes > tournent autour d'une même 
circonférence & dans le même fens. Leur diftance eft à y 
quand fera-t-elle c ? 

Soit y la vîtefle du corps A que je fuppofe en avoir le 
-plus ; foit v la vîtefle du corps B ; foit x le temps cherché. 
Si les deux mobiles vont dans le fens A B 9 on trouvera , 
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comme dans le premier problème , x » J^i mai* s'ils tour- 
I nent dans le fens B A , alors x =» £ = -. 

S'ils tournoient en fens contraires , on feroit -v négative f 
& le dénominateur V— v deviendroit V+*v. 

Exemple. 

La vîtefle du corps A eft telle , qu'il parcourt 7 de la cir- 
conférence -en une féconde ; 4e corps B n en parcourt que £ 
dans le même temps. Leur premier intervalle eft f de cette 
même circonférence , & ils fe meuvent tous deux dans le 
fens A B : quand eft-ce qu'ils ne feront pks éloignés que 
de yo de tour ? 

OnadoncJ'^t/^,^— * «^,4 = 1,, = ^; 
ce qm donne * = 24 (7 HP— ). Les deux valeurs font j 7/ f 
& tf". Leur moyen proportionnel arithmétique eft 4" t> P ouc 
rinftant ou les deux mobiles fe rencontrent. 

Si avec les mêmes vîteffes , ils tournoient dans le fens BA y 
on auroit alors * = 24 ( ~ — 7) = — 3" t > va l cur néga- 
tive qui indique que le temps demandé eft déjà paffé. 

En fuppofànt les vîteffes dans le rapport de 1 : -^ , ou de 

1 ijôyon réfoudroit par le premier cas toutes les queftion* 

de ce genre , pour la rencontre de l'aiguille des heures avec 

celle des minutes , & pour la rencontre de celle-ci avec 

«elle des fécondes. 

Lorfqu il ne s'agit que de déterminer le temps de cette 
-rencontre pour deux mobiles quelconques qui tournent ainfi. 
-dans un cercle , pour deux voyageurs , par exemple , qui fe* 
voient le tour d'une ifle , l'Arithmétique feule réfout facile- 
ment ces fortes de problêmes* ' 
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Uneifle a 3p lieues de cour. Deux voyageurs partent en- 
femble du même point ; le premier fait régulièrement 14 
lieues par jour y le fécond en fait 1 1 : quand fe rencontre- 
ront - ifs ? 

Puifque le premier gagne 3 lieues chaque jour fur le fe* 
cond , il le ratrappera au treizième pur : cas 3 1 : 59 l : : i ; : a* 
= 1 5 ; & ainft de même pour les autres fuppofitions que 
Von pourrait faire.. 

Remarque. 

3 6. Toutes les fois que deux cqrps fe meuvent dans un» 
même circonférence , qui peut par confisquent être repré~ 
fentée par l'unité , ils le trouvent réellement à la même dis- 
tance c r lorfque l'intervalle qui les fépare eft c , i + r, 
a-t-^S-W, *.* ou généralement E H- c > en défignant par E 
un nombre entier quelconque. On peut donc généralifer les 
formules précédente*, en y fubftituant £-4~f au lieu de c / 



& oa aura pour le premier cas, x =* ■ ;,_—* > pour le 
fecond, *=s ~_~ , ce qui metae^à une infinité de f©*- 
tarions. 

Enforte que fi dans la formule * =■ £^ , on eut fait 
focceflivement *=*tô> ^i ~4-ts-> '=» 2 + n, &c , on 
eut trouvé le» valeurs pofitives, x =3 30" j f x 3= a ^'H- ao' y r 
& ainfi de fuite , en augmentant toujours de 2+'*. 

£ 3 7. P*owiME. ÏIL Le» mêmes corps /4 St £ étant feues * 
à la cManee d fur la circonférence -^ B , on demande dans 
combien de temps ils fe rencontreront-cour la première % ou 
en général pour \&nî tm fois ? 
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La réponfe n'eft pas difficile : car alors leur diftance fera 
m — i;& par conféquent fi A dont la vîtefle eft plus grande, 
fe trouve précéder £, par rapport au mouvement, on aura 
x *= -- — # S il le fuit au contraire , on aura x = -— * 

EX E M P L E. 

Soit V=* 7)V=3j,^=7;le premier cas donnera * œ 
a/pn — ^, & le fécond, *= 24(1» — 1) H- ^j il faudra donc 
i$>" |, pour que la première rencontre ait lieu dans le premier 
cas , & 4 ;, 7> pour qu'elle ait lieu dans le fécond. 

38. Problême IV. Trois corps A , B f C partent d'un 
même point pour faire le tour d'une même circonférence ; 
avec des vîteffes refpe&ives que Ton défigne par v, 1/ & v". 
Quand fe rencontreront-ils tous enfemble / . - ' 

J'appelle x le temps cherché j v x , v'x , v"x feront les ef- 
paces parcourus au moment de leur rencontre : or le plus 
grand de ces efpaces doit furpafler chacun des deux autres 
d'un certain nombre entier de tours ; donc v'x — v x ==» E j 
& v"x — v 9 x =» E 9 ; où nous remarquerons que la rencontre 
générale des trois corps fera la E îmt de A avec B , la E tUm de 
Bavec C, & la( E + E') Um dtA avec C. 

Ces équations donneront * = -; — * = -= — : • & Z~ v r 
fe= -p : donc fi la fraûion^r- ^, réduite à Texpreflion la plus 
fimple devient — , on aura pour la première rencontre E=p, 
£' es f : pour la féconde , on aura de même £ = 2/» , E'= &f, 
&c ; donc x = -73— donnera Finftant de la première ren- 
contre générale , &c> 

Exemples 



■»! 
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Exemple. 

Suppofonsx/«=s 1 V,x>'=T> v ' / — f£; onzun^i^—j, 
p= $ ,&c x = 26" j. Les trois corps fe trouveront donc 

réunis au bout de 26"$) &ce fera pour la première fois. 

Mais cette première rencontre générale fera la cinquième 

rencontre particulière de A avec B , la feptieme de B avec C, 

& la douzième de yf avec G 

Si quelques-uns de ces corps alioient en fens contraire , il 
faudrait rendre négatives leurs vitefles { dans les équations 
qui précédent. / 

3 9* Voici comment on peut procéder par la (impie Arith- 
métique , à la folution de ces fortes de problêmes. C ne 
parcourt que ~ de la circonférence, pendant que A ea 
parcourt — \ celui-ci gagne donc -^ d'avance fur l'autre , à 
chaque féconde ; & par conféquent ils fe rencontreront tou- 
tes les 2" y. 

Pareillement C ne parcourant que vy * pendant que B par- 
court £ , B gagnera 7^ par féconde ; il rencontrera donc C 
toutes les $"%.A & B fe rencontreront aufli toutes les $"~. 
Or pour que ces trois périodes coïncident enfemble , c'eft- 
à-dire , pour que les trois corps fe trouvent réunis , nous n'a- 
vons plus qu'à chercher trois nombres entiers qui foient entre 
eux comme 2" 7 : 3"#: j"j- Les plus petits de ces nom- 
bres font y y 7 & 12 i donc la première rencontre générale 
aura lieu après 5 rencontres particulières de A avec 5 , ou 
ce qui revient au même > après 7 rencontres de B avec C, 
& après 1 2 entre A6cC 9 comme nous l'avions déjà trouvé. 

D 
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L Quant au moment de leur rencontre générale , il fe dé-» 

termine en multipliant j"y par j , ou ^''^f par 7 % ou a'' y 

1 par ia. 

40. Problème V. Quatre mobiles A>B,C % D partent 
enfemble avec des vkefles refpeûives v f i/ > t vt\vt u , d'un 
même point, pour faire le tour d'une circonférence, & ils fe 
meuvent tous dans le même fens. On demande dans combien 
de temps ils fe retrouveront tous enfemble. 

Soit x le temps cherché ; on aura pour les efpaces par- 
courus vXf v'x f v"x y v"'x : enfuite viendront les équations 



v*x ~ v x « E , ( V'~ 1/ ) x =* £', ( v u ' — v u ) * «r E" ; d'où 
l'on tirera *« ^** -— « -£-; puis ~^> «a f- , 



7? 



Suppofons maintenant qu'après avoir réduit à l'expreflion 

la pks fîmple , on ait Jr^r «m ^ & 5^^ w | 5 ** 0IS 
E— ep,&c E = *y, (e&ce' font auffi des nombres entiers) z 
donc * p » ^ 7 ,-j7 s» — j & par confisquent , fi on réduit la 
fraûion ■£■ à l'expreffion la plus (impie — , , on aura d'abord la 
valeur de * , puis celle de E, & enfin celle de * =» -r£^* 

Exemple. 

Soit t; =» 1 , t/s* i > i 1, x/'sc 1,242 , V^« 1^805*. On 
aura v a~»\ » i;U. «sa 4 « & -^-Hï- 99 -^^^4— s» -2£ : donc 
/> « y ,/» 20, X« 4 , , « 4, & enfin *« p *rf «^ff* 
s» 1 8 i"~. Il faudra donc i8i y/ -^ pouc que ces quatre «oboles 
fe retrouvent enfembta 

La méthode eft k mémç pour un plus gvand nombre de 
corps , & pour k cas où ils ne partiraient pu tous du même 
point* ] 
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Théorie des Mouvements uniformes compojes. 

4 1. Imaginons que le corps A foit placé fur un plan Fie. ;. 
A Ca qui fe meut uniformément dans la diredion A a, avec 
une vîteffe telle qu'à chaque unité de temps , il parcoure un 
*fpace égal à la ligne A a. Il eft certain que ce corps consi- 
déré relativement au çhnACa, n'a aucun mouvement , 
mais que fi un fpeâateur immobile , placé hou de ce plan , 
obferve ce même corps > il lui attribuera un mouvement égal 
& parallèle à celui du plan. 

Cela pofé , fi on conçoit qu'une puiffance quelconque F 
«gifle fur lui félon la direûion PAC, te lui imprime une 
vîteffe telle que dans une unité de temps , il puifle parcou- 
rir l'efpace A C> on ne peut douter qu'en vertu de cette pre- 
mière impulfion qui lui eft propre , il ne doive fe trouver au 
pointC, lorfque cette unité de temps finira. Mais comme , 
<en vertu du mouvement du plan $ la ligne A C s'avance d'un 
mouvement parallèle & uniforme vers ae , & qu'elle doit 
réellement fe confondre avec * c au bout d'une unité de 
temps, il eft clair que le point C fe confondra avec le point e 9 
€c que par conféquent le corps A qui participe pu mouve- 
ment du plan, doit fe trouver en c à la fin de la première 
unité de temps. ' 

On prouve de même qu'au bout d'une partis quelconque T 
de cette unité , le corps A animé de la ntêfne vîtéfle AC 9 
doit parcourir un efpace proportionnel AB*=*TxAC , 
pendant que le mouvement commun entraîne la ligne A B 

Dij 
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parallèlement à elle-même, à unediftance Aal—Kh^ 
TxAa. Cette ligne fe confond donc avec a'b ; & par confé- 
quent b eft le lieu du corps , au bout du temps T. Or il eft 
aifé de voir que tous les points b que Ton déterminerait 
par le même raisonnement , fe trouvent fur la même 'diago- 
nale Ac y puifque A B:Bb : : AC ; G* ; donc le corps A 
décrira réellement la diagonale A c. 

Mais ce n eft pas là tout. Son mouvement le long de cette 
ligne doit être uniforme ; car Ab : Ac : : AB:AC: : T x 
AC: AC::T: i; c'eft-à*dire, AbxAc, comme le temps 
employé à parcourir Ab eft au temps employé à parcouru 
A c. Donc enfin le mouvement du corps A fuivant la dia- 
gonale^ eft toujours uniforme (27). 

42. Puifqu'un corps en repos, fur un plan mobile a toute 
la vîtefle de ce plan > il eft clair que fi un corps mû uni- 
formément fuivant une ligne droite QAa avec la vîtefle A*> 
reçoit au point A y de la puiflance P , une vîtefle A C dans 
la direÔion PAC, il décrira uniformément la diagonale Ac 
d un parallélogramme formé fur les côtés A a> AC y qui 
xepréfenteront les vîtefles du mobile fuivant A a Sx. AC, 
pendant que la diagonale Ac repréfentera fa nouvelle 
vîtefle. 

4 3 • Mais à quelque caufe que foit due fa vîtefle dans la 
direftion A a > on peut fe la repréfenter comme l'effet d'une 
puiflance £ , qui agit au même inftant que la puiflance P , 
dont l'effet eft dirigé félon AC\ & comme ces deux pui£- 
iances, ou ces deux forces font proportionnelles aux vîtefles 



DE MÉCHANIQUE. 129 

qu'elles feroient naître féparément dans le mobile, fi elles 
n'agiflbient pas en commun , on peut les fubftituer à ces 
vîteffes mêmes , & les repréfenter comme celles-ci par les 
deux côtés d'un parallélogramme que nous appellerons dé- 
formais le Parallélogramme des Forces. 

Ces chofes une fois bien comprifes, on n'aura pas de peine 
à retenir le principe fuivant > dont l'ufage eft fi étendu en 
Méchanique. 

Principe du Mouvement compofé. 

44- Toutes les fois que deux puijfances agijfent en même 
temps fur le même mobile, fuivant des directions différentes , ce 
corps décrit la diagonale Sun parallélogramme formé fur leurï 
dit eSlions , & dont les cStésfont entieux dans le même rapport 
que ces puijfances. 

Confcquences qui en rêfultent. 

4 5 • Deux puiflances P & Q repréfentées par ABècAC, Fi<m# 
produifent donc le même effet qu'une feule puiifance R re~ 
préfentée par A D y diagonale du parallélogramme ABCD. 
Nous pouvons donc appeller P & Q les Puijfances compofan* 
us , & donner à R le nom de Puijfance réfultante. Cela pofé , 
on aura toujours en pareil cas , cette fuite de rapports bien 
connus des Méchaniciens, 

P: £:R : :AB:AC:AD. % 

46. Dans le triangle CA D, on a d'ailleurs AC: CD : 
AD : .fin ADC : ftnDAC : fin A CD.: fin DABi 
JmDACifm ÇA B; donc P:Q:R::fin DAB .ftnDAC: 
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finCAB ; conséquence fort utile qui nous apprend que tune 
quelconque des deux puijfances compofantes & de leur réfultante 
eft toujours comme le finus de f angle compris entre les direc- 
tions des deux autres. 

47-H fuit delà que fi les angles DAB, DAC font in- 
finiment petits, leurs finus refpe&ifs fe confondront avec 
les arcs qui leur fervent de mefure. On aura donc fin ( DA B 
^rDAC) ou fin CAB = fin DAB -h fin DAC; & par 
conféquent ft = P H- Q ; donc lorfque deux puijfances agijfent 
dans le même fens , la réfultante fuit la même direction qu'elles 3 
& Je trouve égale à leurfomme. 

Si elles agijj oient en fens contraire , la réfultante fer oit égale 
à leur différence. 

Applications de ce Principe. 

48* Non-seulement on peut déterminer, par le prin- 
cipe du mouvement compofé , la réfultante de deux puiflan- 
ces qui agiffent enfemble fur le même point d'un corps : mais 
encore il eft très-aifé de la déterminer, quelque foit le nom- 
bre de ces puiilances. Pour cet effet , on en choifira d'abord 
deux dont on cherchera la réfultante par le principe géné- 
ral. Puis on comparera cette première réfultante avec une 
autre puiflance compofante , & de cette comparaifon il 
viendra une féconde réfultante qui à elle feule tiendra lieu 
des trois puiflances déjà comparées. Donc en la comparant 
avec une quatrième , & ainfi de fuite , on ne peut pas man- 
quer de trouver la réfultante générale. 



DE MÉCHANIQUE. B i 

49. Par une décompofition toute oppofée, on retrou* 
wroit aifément les puiflances Amples qui ont contribua à 
former cette dernière résultante ; & il nous arrivera fouvent 
de lui en fubftituer deux qui feront repréfentées par les deux 
côtés d'un parallélogramme dont elle repréfencera la diago- 
nale : car cette compofition & cette décompofition des for- 
ces font en quelque forte les deux principales reflburces de la 
Statique. 

5 O. Si les puiflances qui agirent fur le même corps > ne 
font pas appliquées au même point > voici comment on peut 
déterminer leur réfultante. 

Vous remarquerez d'abord que fi l'effet d'une puiflanée Fig. ?• 
quelconque P eft de donner à toutes lfg parties d'un corps M 
une égale vîtefle qui le fade mouvoir dans une direftion pa- 
rallèle à celle de la puiflance , comme nous le fuppofons icï^ 
il importe peu à quel point de la direôion P K cette puif- 
lance exerce fon aâion , foit au moyen d'un levier > foie 
avec une corde , ou tel autre infiniment que Ton voudra. 
La feule condition néceflaire pour qu'elle produife contam- 
inent le même effet , confifte à lui fuppofer toujours la 
même force , dans quelque point de la droite P K qu'elle 
l'exerce. 

Cela pofé , repréfentez-vous trois puiflances P, Q , S qui Fie. 6. 
agiffent enfemble fur le corps M dans les direftions Pp , 
Q q y S s fituées dans le même plan. En prolongeant Pp&Qq 
îufqu'au point de concours H, vous concevez que les puif- 
lances P & Q peuvent être cenfiée* agir en H T êc que 
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leur réfultante feroic HK diagonale du parallélogramme 

formé fur les côtés HP , HQ confidérés comme les vîtefles 

que chacune de ces forces communiquerait féparémenc au 

mobile. 

En prolongeant de même la direétion de la réfultante HK 
jufqu'à la rencontre I de la puiflance S , vous pourrez re- 
garder cette réfultante comme agiflant en J, & comme 
repréfentée par une ligne 1 L qui foit égale a HK. Cepen- 
dant la puiflance S agit de fon côté avec une force que vous 
fupppferez =» I S' t refte donc à completter le parallélo- 
gramme «S'IL G, pour avoir la réfultante cherchée ÎG. 
Le mobile prendra donc une vîtefle égale & parallèle à I G, 
comme s'il n'eût éprqpvé que l'aâion d'une feule puiflance 
exprimée par cette dernière réfultante* 

5 I • Par ce moyen , on peut trouver la réfultante de tant 
de forces qu'on voudra , & réciproquement décompofer une 
force en plufieurs autres qui aient certaines conditions > fans 
quoi ce dernier problême ferait indéterminé* 

Mais quoique la méthode précédente n'exige qu'une 
eonftru&ion géométrique bien (impie, elle n'eft cependant 
pas propre à être mife en calcul. En voici donc une autre 
qui remplira mieux notre objet, 

Des Moments & de leurs UJages. ' 

5 2 • On eft convenu d'appeller Moment d'une puiflance, 
le produit de cette puiflance par la diftance de fa dire&ion à 
un point fixe pris à volonté. Comme ces fortes de produits 

font 
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font du plus grand ufage dans toutes les parties de la Mécha- 
nique , il a paru plus (impie de les défigner par le feul mot 
de Moments > que de répéter à chaque fois leur définition. 

5 3 . Dans le plan du parallélogramme A BDC foit pris F ff£ 
un point fixe M y duquel on abaifle fur la diagonale A D & 
fur chacun de fes côtés AB 9 A C prolongés , s'il eft nécef- 
faire, des perpendiculaires refpe&ives MP y M P' y M P". 
Soît a = l'angle BA D, b = l'angle DAC 9 AP= x , 
MP =y, MP^y*, & MP"=f. 

On aura d'abord l'angle MA F= MA P — a ; donc Fxo. 7 
fin M A F ou ^^fin M A P cofa —fina cofMAP =* 

jTîïof* — TJïfi n a » d° nc y' — y co f a — x F m *• 

On aura enfuite Fangle MA F"=: £•+• MA P , d'où on 
déduit pareillement y = y cofb H- xjin b. Eliminant x de 
ces deux équations , on en conclut y?' f Jin a •+• y* finb =* 
y {fin a cofb *+*fin b cofa ) = y fin (a-*-b). Or fin a : fin b . 
ftn{a^rb) :: AC: A B : A X>; donc A Dx MP = A B x 
MF+ACxMP". 

Si le point M eft compris entre les côtés de l'angle BAD> Fiojf. 
il eft clair que M F devient négative : ainfi le dernier ré- 
fultat peut être appliqué aux deux cas , en écrivant AD x 
MP= ACxMF'±ABxMF. 

5 4* Il fuit delà que deux puiflanceâ P &cQ&c leur réful- Fie* 
tante R pouvant toujours être tepréfentées par les côtés & 
la diagonale du parallélogramme ABC D > fi d'un point 
quelconque M pris dans le plan de ce parallélogramme , on 
mené des perpendiculaires fur les direâions de ces trois 

E 
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force» ; te produit de la résultante par la perpendiculaire MP 
( qui mefure la diftance de fa direâion au point M ) eft 
égal à la fomme ou à la différence des produits refpeûifs des 
deux puiffances par les perpendiculaires. MP', MP n menée* 
du point M fur leurs dire&ions* 

On prend la fomme de ces deux produits y toutes les fow 
que le point M eft hors de l'angle B A D. S'il eu au^dedan^; 
on prend leur différence. Or ces produits (ont les moments 
refpeûifs des deux puifTances compofantes , ôc l'autre produit 
eft le moment de leur réfultante. Nous voilà donc en état 
de conclure généralement, que le moment d'une réfultantr 
quelconque ejl égal à la fomme ou à la différence des moments des 
deux compofantes y fuiv ara que le point fixe ejl pris au-dehots ou an* 
dedans de F angle formé par les directions de ces deux puiffances. 

5 5 • C es deux cas fe distinguent toujours facilcment,pour 
peu que Ton imagine le plan du parallélogramme des forces 
tellement attaché au point M, qu'il ne putfle tourner qu'au- 
tour de ce point : car alors G le point M n'eu pas compris, 
dans l'angle BAD des puiflances , elles tendront à faire 
tourner dans le même fens ce plan Ôc tout le Syftême des li~ 
gnes qui y font décrites. Mais û ce point eft compris entre 
les côtés de l'angle BAD y \&± deux puiflaneçs tendront à 
laire tourner tout et fyftêœe en différents fens* On peut donc 
dire* que le moment delà réfultante eft^galà U fomme oit 
à la différence des moments des deux compofantes r félon 
que celles-ci tendent à faite tourner le fyftême dans le. mêma. 
feasjt ou en deux fens contraire v 
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5 6. Ea génér al , f ut Iques foient te nombre & les directions 
ées puijfancts comptantes y le moment de leur réfultante fera tou- 
jours égal à la fomme des moments des comptâmes qui tendent à 
faire tourner dans unftns , moins lafbmme des moments de celles 
qui tendent à faire tourner dans lefens contraire. 

C'eft4à une des propofkions les plus utiles de la théorie 
des moments. Outre qu'elle fuk immédiatement de ce que 
nous venons de démontier , on peut encore U rendre plus 
fenfible par un rationnement bien fimple que voici. 

Deux quelconques des puiflances compbfantes ont une 
réfultante particulière dont le moment eft égal à la fomme 
ou à la différence de leurs propres moments. Cette réfultante 
à fon tour combinée avec une troifieme compofante donne 
une féconde réfultante dont Je moment eft égal à la fomme 
ou à la différence des trois premières composantes , & ainfi 
des autres. Donc le moment de la réfultante générale eft 
égal à la fomme ou à la différence des moments des compo- 
fantes ; ou ce qui revient au même , le moment de la réful* 
tante générale eft égal à la fomme des moments qui tendent 
à faire tourner dans un fens , moins la fomme de ceux qui 
tendent à faire tourner en fens contraire. 

5 7» Donc , file point fixe M/* trouve dans la réfultante , 
la fomme totale des moments des compofantes eft égale à zéro. 
C'eft-à-dire, qu'alors la Tomme des moments des forces t[tn 
tendent à faire tourner dans un fens , eft égale à la fomme 
des moments de celles qui tendent à faire tourner eh fens 
contraire. Conclufion qu'il ne faut pas perdre de vue* 

£ ij 
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Voyons à préfent à quels ufages on peut faire fervir ^ 
pour la compoficion des forces , la théorie des moments ; &c 
afin de commencer par les applications les plus fimples ,. 
confidérons d abord deux forces parallèles qui agiflent dans: 
le même plan* 
F A° # 5 8 • Soient donc P & Q les puiflances pxopofées : foit Af 
le point fixe auquel feront rapportés leurs moments. En me? 
nant la perpendiculaire Mp rq % ôc en fuppofant que les 
deux puiflances agiflent dans le même fens , on aura géné- 
ralement RxMr = P x Mp -+- Q x Mq+ Si on rapportoir 
les moments à un autre point fixe quelconque m pris fur la 
même ligne Mq y on auroit pareillement R +mr= P .mp 
*+*Q .mq : retranchant donc cette dernière équation de la 
première, & divifant par Mm y oïi trouveroit R = P-h g ,. 
ce qui donne un réfultat fort utile pour la compofition des 
forces parallèles. On peut l'énoncer ainfi. 

$ g. La réfultante des forces parallèles qui agirent dans le 
même fens , ejt égale à leurfbmme- 

6o. On prouve pareillement , que la réfultante de celles 
qui agiflent en Cens contraire, eft égale à leur différence >.lor$ 
même que le point fixe auquel on. rapporte les moments r 
neft pas , comme dans cet exemple , hors de l'intervalle 
qui fépare lea direûions des forces. Car quoique fe trouvant 
entre ces dire&ions , tel que le point. > alors P fie Q ne puif* 
iènt agir en, fens contraire > fans tendre à faire tourner la 
ligne p q dans le même fens , leur réfultante n'en eu pas 
inoins égale à leur différence. Au refte, ce dernier cas nous 
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avertit de ne pas confondre indifféremment des. forces qui 
tendent à faire tourner dans le même fens avec des forces 
qui agiflent dans le même fens. 

6 1 . Il fuit delà que fi le point M coïncide avec le point/*, 
on aura R.pr , ou (P* m t-Q)pr = Q . pq\ d'où on tirera 
P . pr « " £ • qr y & P : ^ ; : qr :pr ; c'eft-à-dire , que 
chaque force eft en raifort inverfe de fa défiance à la réfultante: 
On eût trouvé la même chofe > en rapportant les moments 
au point r de la réfultante. 

6l* Puifque dans le cas propofé, on a ces deux équations 
P.pr = Q*qr y 8cRrpr = Q.pq y il en viendra P : Qj: 
R : : qr : pr : pq ; d'où nous déduirons 1% que tous les 
points r de la réfultante font refpe&ivement à égales dis- 
tances des points qui leur correfpondent dans les dire&ions 
des deux compofantes. La réfultante eft donc alors parallèle au» 
direftions des compofantes* 

. a , On peut repréfenter Tune quelconque des puiflances 
P * Q>R P** 1^ ligne comprife entre les dire&ions des deux 
autres» P , par exemple , étant repréfentée par qr y Q le fera 
par/>r, Ôc/ipar/?^. 

3 , Les puiflances P & Q étant données avec leurs direc- 
tions , il fera toujours aifé de trouver le point r par le- 
quel doit pafler leur réfultante , au moyen de l'équation 



(P-+-Q)^r es Q.pq y qui donne la diflance cherchée 
pr «= ■ -. 

63. Suppofons maintenant un nombre quelconque de 
puiflances parallèles > qui toutes agiflent aufli dans le même 
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plan. Il elt cîaîr que leur réfultante fera égaie à la Comme 
de celles qui agiflent dans un fens, moins la fomme de 
celles qui agiffent dans un fens contraire. Et puifque le mo* 
ment de cette résultante eft égal à la fomme des moment? 
de toutes les compofantes , la diftance de fit direûion à un 
point donné fe trouvera en divifant la fomme des moments 
des compofantes par la réfultante , ou ce qui eft la même 
chofe , par la fomme des forces. Mais fouvenez-vous bien 
que fi parmi ces forces , il y en a qui tendent à faire tour- 
ner le fyftême en fens contraire , on doit prendre leurs mo- 
ments avec des fignes négatifs ; & s'il s'en trouve quelqu'une 
qui agiffe en fens contraire aux autres , il faut l'écrire avec 
lin ligne négatif au fli dans k fomme totale des forces. 

Ce que nous venons de dire, eft fuffifant pour déterminer 
la réfultante de tant de puiffances parallèles qu'on voudra , 
pourvu qu'elles folent toutes fituées dans le même plan. 
Paflbns donc à la méthode de déterminer cette réfultante , 
lorfque les compofantes -font obliques , quoique toujours 
dans le même plan. 
F™. 6^. J'en fuppofe quatre P,Q>S>T 9 que je repréfentc 
par les directions obliques Pp> Qf>$*>Tt , lesquelles in- 
diquent le fens de leurs a&ions refpe&ives. 'Cela pofé , foit 
pris à volonté dans le plan de ces forces un point C par le- 
quel on aliénera les perpendiculaires CP t f y Cp ,i . Après quoi, 
décompofant ( 49 ) chaque force , comme Pp , en deu* au- 
tres P P', Pf/ rëfpeâivement parallèles à ces perpendicu- 
laires y on aura en tout huit nouvelles forces , dont quatre 
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feront parallèles à CP", & les quatre autres parallèles à Cp". 
Or la réfultante de celles-ci agit de haut en bas , & fa 
valeureftrr'^SS'-h££'-.PP'. Quant à fa direc- 
tion , on peut la déterminer par fa diftance à la ligne Cp% 
& on trouvera que cette difiance eu généralement exprimée 

SS'.Ss M + QQ'.Qq"—PP'.Pt" — TT'.Tï ' 
P ar TT'-f-SS'-t- QQ' — PP' # 

La réfultante des forces parallèles bCP" agit de droite 
à gauche. Sa valeur eft 7V -+- SV — Qq'—P^s & la 
difiance de fa diredion à la ligne CP n eft 

Tt' . TT" -fr- S/ . SS" — Q g' . QQ n — Pp* . V?» 
Tt r -h S/— Qj' — Pf' 

Soit donc repréfentée par C R" la difiance de la première 
réfultante à la ligne Cp", & par CV' la difiance de l'autre à 
la ligne CP". Si on achevé le redangle R n Cr" R, on aura 
R ff R pour la diredion de la première réfultante > de t ff R pour 
la diredion de la féconde. Ces deux réfultantes uniront donc 
leurs efforts au point d'interfedion R ; & par conféquent , (| 

onprenddïmcôtéRR'^TT'HT^'^QQ'—^ & 
de l'autre R r / =* 7V -h S s' — £/— F/, il eft évident 
qu'en achevant la rectangle r*RR'r y la diagonale Rr fer* 
enfin la valeur & la diredion de la réfultante générale que 
l'on cherche» 

Il neft donc pas difficile de trouver la récitante de tant 
de forces perpendiculaires ou obliques que Ton voudra, 
pourvu qu'on le» fuppofç toutes dans te même plan. Refte à 
la déterminer f cetffe *éfultaace , quand les puiflances donc 
ttte dSk çppipQfée x foçt dans des* plana difiëreots* 
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6$ . Afin de procéder toujours du plus fimple au plus 
compofé, nous fuppoferons d'abord que les pu i (Tances ne 
font qu'au nombre de trois , qu'elles agiflent toutes dans le 
même fens , & que leurs directions font toutes parallèles en- 
tr'elles , quoiqu'elles foient dans trois plans différents, 
Fig. Soient donc P,Q f $ ces trois puiffances , foit T C F ' un 
plan perpendiculaire à leurs directions ( il faut ici fuppléer 
un peu par l'imagination , à ce qu'on ne peut guère repré- 
fenter qu'imparfaitement par des figures. On peut .conce- 
voir , par exemple , un prifme triangulaire droit , dont les 
trois faces feront les plans des trois puiffances , & dont une 
des bafes fera le plan perpendiculaire TCP'). Ayant pris 
dans ce plan un point quelconque C , on mènera les lignes 
• CT 9 CP' perpendiculaires entr'elles. 

Cela pofé , la réfultante M des deux puiffances Pp$Qq 
fera égale à leur fomme, elle fera fituée dans leur plan , ôc 
leur fera parallèle. De plus elle paffera à une diftance 

Pareillement , la réfultante R des puiffances Mm , S s s 
fera égale à leur fomme P -+- Q -H S 5 elle fera fituée 
dans leur plan, leur fera parallèle, & paflera à la diftance 

MRem ' MS. 

66. D'où H fuit en général , que la réfultante de plufteurs 
forces parallèles fituée s dans des plans quelconques , eft égale â 
leur fomme , lorfqu* elles agijfent dans le même fens. 

Pour déterminer fa pofition , on mènera des points 
JP, M , Q , R , S des perpendiculaires à CP , & faifant C& 
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a, C<2 *- b,CP' = c t on auraP'Q's** — J, Q'S'sa 
£ — a, P'i'^ c — *. Cela pofé, les parallèles P F, MM', 
QQ' 9 RR', S S' formeront i°,P'M':P'Q' : :P M:PQ::Q:f.(>7) 
P ■+• Q i fubftituant donc la valeur de P' Q' } on aura P'.M' =s 

a% S'R':S'M'::SRxSM: : P-H£ : P + Q+^î 
donc S>R> - ï£g« = '<-;^ ( ,— ' •• *>»< C * • 

Maintenant fuppofons une droite C V parallèle aux direct 
tions des puifTances , & nous aurons la diftance R R" de, la 
réfultante à un plan VCT, (lequel fe trouve héceffaire-r 
ment parallèle à ces dire&ions ) en divifant la fomme des 
moments par rapport à ce plan , par la fomme des forces. 

Le procédé eft le même pour connoître la diftance R R' 
de la réfultante à un autre plan VC? 1 parallèle aux direc- ' 
tions des puifTances , & perpendiculaire au premier. Nous 
aurons donc le point R, par où doit pafler la réfultante 
cherchée ; ainfi fa pofition fera déterminée. On a déjà cal- 
culé fa valeur. On connoîtra donc la réfultante d un nom- 
bre quelconque de. forces qui agiffent dans différents plans , 
& qui font toutes parallèles. 

67. Enfin fi ces forces étoient obliques y on imagineroit F ^. 
menées d'un point quelconque A , trois lignes À B , AC , 
AD, perpendiculaires entr'elies (figurez -vous les trois 
côtés y les trois arêtes qui dans un cube , par exemple , 
aboutirent au fommet du même angle folide ) ; 6c fuppofant 

F 
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que Pp eft une des puiflances obliques , on la décompoferoit 
en deux autres, dont Tune PP' feroit parallèle au plan ABD r 
pendant que la féconde P/?' feroit parallèle au plan DAC. 

On décompoferoit de même cette féconde putâânce Pp r 
en deux autres P p" > Pp N/ > l'une parallèle aAC, l'autre 
à A D ; ce qui donnerait pour la feule force compofante 
P p } trois nouvelles puiflances- dont les dire Étions feroient 
refpeûivement parallèles à trois lignes données de pofition. 

Après avoir ainfi décompofé chacune des autres forces en 
trois autres parallèles aux mêmes lignes , on chercheroit r 
par ce que nous avons déjà dit , la réfultante particulière de 
toutes les forces parallèles à la droite A B , puis celle des 
forces parallèles à A D , 6c enfin celle des forces parallèle* 
à A C. On auroit donc , à déterminer , en dernière analyfe , 
la réfultante générale de trois réfultantes particulières fituées 
dans des plans différents y à la vérité , mais parallèles entre 
elles , ce qui rentre dans le cas précédent. 

6 8 . En fuivant cette méthode , on peut donc réduire 
toutes les forces propofées à trois autres forces refpeâive~ 
ment parallèles à trois lignes perpendiculaires entr'elles. Oi* 
pourroit même les réduire toutes à deux , en ne faifant 
fubir à chacune qu'une fimple décomposition r mais il n'efë 
pas pofllble de les réduire généralement à une feule , comme 
cela fe pratique pour les forces qui font toutes dans le 
même plan. 

Après avoir aînfi développé les principes de la corn- 
pofition êc de la décompofuioa des forces , nous termi- 
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fierons cet article par quelques remarqués analogues au fu jet 
que nous venons de traiter. 

Remarquai. 

6ç. Rien n'eft plus ordinaire dans la Nature que les 
exemples du mouvement compofé. Le bateau qui dérive en 
traverfant une rivière , la flamme fie la fumée que le moindre 
ibuffle fait dévier , la pluie, la neige, la grêle qui tombent 
plus ou moins obliquement , félon que le vent eft plus ou 
moins impétueux , le noyau qui s'échappe de nos doigts 
quand nous le preffôns d'une certaine manière , les fecouffes 
que Ton éprouve dans deux voitures qui s'accrochent , le 
rifque que Ton court en defeendant brufquement d'un che- 
val qui galoppe , le poiflbn qui par deux coups de queue 
frappés en fens contraires > prend une direâion mitoyenne ,; - § 

tout nous offre des applications fans nombre du principe / 

très-fécond de la compofition des forces. 

On verra par la fuite de quelle utilité eft leur décompo- 
fition , dont tes exemples ne font pas moins fréquents, & que ' 

la mefure des forces obliques fur-tout rend fi néceflaire. 

Remarque IL 

70. Ce n'eft pas fana raiibn que l'on diftingue en Mé- 
chanique deux fortes de mouvement , celui qu'on nomme 
abfolH y fit celui qu'on nomme relatif. Ils font fort différents 
l'un de l'autre. On peut en Juger par l'exemple fuivant. 

Le Marin qui dort paifiblement dans fon vaiHeau f eft en 
repos^ il eft vrai , par rapport aux différentes parties du 
navire ; mais fon iàng qui circule fans ceffe , fe meut réello» 

. F ij 
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ment par rapport à lui. Il fe meut lui-même par rapport aux 
objets placés hors du vaifleau dont il partage le mouve- 
ment ; alors fon fang eft mû par deux caufes fîmultanées ^ 
dont Tune eft Taâion du cœur , de l'autre la force qui pouffe 
le navire. Ces deux puiflances font naître d'abord un mou-. 
vement compofé dans le fang de ce Marin, 

Mais s'il s'éveille , 6c s'il marche , voilà un troisième mou^ 
vement auquel fon fang participera. Si la Mer eft orageufe 5 
en voilà un quatrième que le roulis du vaifteau lui impri- 
mera. Si la Terre tourne autour de fon axe , il en réfultera 
un cinquième ; s'il elle a de plus un mouvement de tranf- 
ktiondans l'édiptique , fi fon axe éprouve des nutations, £ 
l'écliptique elle-même eft fujette à des mouvements qui lui 
foient propres relativement à ce qu'on appelle l'efpace ab- 
folu , fi des courants particuliers font dériver le navire , fit 
fi à toutes ces caufes il s'en joint d'autres encore , il eft évi- 
dent que le mouvement abfolu du fang de ce Marin eft 
compofé de tous ces mouvements particuliers. Or qui pourra 
nous dire quelle eft leur intenfité , quelle eft leur dire£iïon< j 
& par conféquent quelle doit en être l'influence l 

Remarque III. 

7 1 • Qn voit, par ce fimple expofé, qu'il rfy a pas dans fe 
monde un feul mouvement abfolu que nous connoifïions avec 
quelque apparence d'exaâitude : fie cela faute d'objets abfi> 
lument immobiles placés loin de la terre fie de tout ce qui 
forme Le fyftême folaire , auxquels nous puiflions rapporter, 
comme à des points invariables, tous les mouvements qui tom*- 
bent fous nos fens t 
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Il eft vrai que les étoiles fixes nous fervent d'objets de 
comparaifon > parce qu'elles nous paroiffent conferver en- 
tr'elles des diftances inaltérables. Mais peut-être ne le ju- 
geons-nous ainfi que par une fuite de l'illufion fi naturelle 
qui nous porte à croire que le vaiffeau dans lequel nous 
fommes renfermés , n'éprouve aucun mouvement , parce que 
nous ne voyons rien remuer de tout ce qui nous y entoure. 
Peut-être aufli que ces Aftres ont des mouvements tout aufli 
compofés que les nôtres , & que la prodigieufe diftance qui 
nous fépare,rend leurs variations infenfibles aux yeux mêmes 
des plus habiles Agronomes. On a là-defius plus que des foup- 
çons , depuis que l'Aftronomie moderne a perfectionné l'art 

d'obferver. 

Remarque IV. 

y 2. Au refte, les loix du mouvement n'en feroient pa» % 

moins invariables , quand bien même on fuppoferoit mobile 
l'efpace dans lequel elles ont leur effet : parce que tous les 
mouvements particuliers s'exécuteroient de même. Qu'un 
vaifleau vogue à pleines voiles , ou qu'il ait jette l'ancre , ou 
qu'il foit échoué fur un banc de fable , le Pilote pourra tra- 
cer avec la même facilité les lignes & les figures néceffaire* 
pour Teftimation de fa route , & l'équipage fera également 
les manoeuvres convenables. Que la terre foit emportée par 
fon mouvement annuel , qu'elle tourne chaque jour autour de 
fon axe , ou quelle foit parfaitement immobile , tout cela 
eft indifférent pour le choc des corps , & pour l'équilibre desr 
puiflances dont nous aurons à calculer les effets. Les mou- 
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vemeact relatifs font les (euls qui nous intéreflene. Pafibni au 

dernier principe général de la Méchanique. 

Théorie de r Equilibre* 

7 3 • L'équilibre , comme tout le monde fait , réfulte des 
efforts mutuels que des puiflances égales & oppofées, font 
les unes contre les autres. Si un corps , par exemple , eft 
foilicité au mouvement par deux forces absolument égales 
& diamétralement oppofées , il eft évident que ce corps doit 
relier immobile y parce qu'il ne peut obéir à aucune de ces 
deux impul fions. Alors les forces qui le preffent , demeurent 
en équilibre , & les chofes ne changeraient jamais , fi des 
caufes étrangères ne terminoient pas cette efpece de 
combat. 

74* Pareillement 3 fi deux maffes égales animées d'une 
même vitefTe fuivant des direâions oppofées , viennent à la 
rencontre Tune de l'autre , elles doivent nécefTairement res- 
ter en repos après leur collifion , parce qu'aucune ne peut 
prévaloir. ( On fait abftra&ion ici de toutes les qualités pu- 
rement acceflbiies de la matière > ainû on foppofe cesmafies 
destituées de toute élaftické )• 

75* Il en ferait de même y au cas que deux maffes iné- 
gales M, m vinffent fe frapper mutuellement en fens contrai- 
re j avec des vîteffeç V* % v réciproquement proportionnelles 
à M, nu Car alors leurs quantités de mouvement feraient 
égales (22}. Elles fe contrebalancer oient donc par des ef- 
fort* égaux y d'où réfulteroit un parfait équilibre. 
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£ D'ailleurs pour ramener ce fécond cas au premier , 
fuppofons la vîtefle V du corps M double de la vîtefle v du 
corps m ; mais en même temps la mafle de celui-ci double 
de l'autre. On pourra donc regarder le corps m comme par- 
tagé en deux mafies, Tune antérieure , l'autre poftérieure * 
chacune égale à celle du corps M , & chacune animée de la 
vîtefle commune v. Au lieu cependant de cette vîteflfe , on 
peut fubftkuer , par exemple , dans la partie antérieure la 
vîteflfe 2v en avant , &la vîtefle v en arrière; & par cette 
décomposition qui n'eft ni fans exemple ni fans utilité, la 
partie antérieure , animée de la vîtefle 2v > fera équilibre au 
corps M, (puifqu'à elle- feule elle aura la même mafle & la 
même vîtefle que lui ) , pendant qu'avec la vîtefle contrai- 
re v } elle fera équilibre à la partie poftérieure , pour la même 
raifon. Le tout demeurera donc en équilibre. * 

Mais pour généralifer un peu cet exemple , fuppofons 
que les deux maffes M>m font entr'eiles comme deux 



nombres entiers quelconques E y e . On aura M ts* — , ôc 
v=s ~ , ou en faifant -^-=cr/r, & — =»^, M = Ep> & 
v = Eq. Or on peut ûrbftituer à la mafle M*=*Ep , ani~ 
mée de la vkefle Jfs= eq, un nombre Exe demaflfes^ 
animées de la vkefle q. Qn peut fubftituer de même à la 
mafle m —tp amenée de la vîtefle v»£^un nombre Exe 
de mafles p animées de la vîcefle q. Il y aura donc généra- 
lement équilibre dans l'hypothefe préfente y entre deux 
corps quelconques f toutes les fois que leurs mafles M^m 
feront dans un rapport rationcL 
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1 

Cet équilibre n'auroit pas moins lieu > quand bien même 

on fuppoferoit incommenfurable le rapport des deux malles, 

puifqu'il feroit toujours poflible d'exprimer ce rapport 

en nombres rationels , de manière que l'erreur fût moindre 

que toute quantité donnée. Lors donc que les mafles 

font en raifon inverfe des vîteffes > dans deux mobiles qui 

agiflent 1 un contre l'autre en fens contraires , l'équilibre a 

toujours lieu. Nous avons déjà dit qu'il avoit lieu aufli , 

lorfque les mafles & les vîteffes oppofées étoient égales* 

On doit donc regarder comme inconteftable la propofition 

fuivante. ] 

Principe de F Equilibré. 

7 6. Deux corps fe font équilibre y toutes les fois que leurs 

dire&ions étant oppofées > leurs quantités de mouvement font 

égales. 

Conféquences qui en réjultent. 

Fi«. jj % i # Si deux corps M , m fe pouffoient en fens 
contraire au moyen d'un levier inflexible , ou , fi attachés 
par un fil inextenfible , ils tendoient à s'écarter l'un de l'au- 
tre , avec des quantités de mouvement égales , il y auroit^ 
néceflairement équilibre entr'eux : car alors leur aâion 
réciproque feroit indépendante de la diftance M m. 

Fi«. 78. IL Si des trois corps M 9 > M >m y liés au même fil, 
les deux derniers tiroient dans un fens oppofé à celui du 
corps M' > il faudrait , pour l'équilibre , que la quantité de 
mouvement de M 1 fût égale à la fomme des quantités de 
mouvement des deux autres corps, 

79< 
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7 p. III. En général , quelque foie le nombre des corps 
ïùfpendus au même fil , ou Kés enfemble par la même verge , : 
& agiflant les uns contre les autres , ils relieront en équi- 
libre , fi la fomme des quantités de mouvement de ceux qui 
tirent dans un fens > eu égale à la fomme des quantités de 
mouvement de ceux qui tirent dans le fens contraire. 

80. IV. Et puifque les puifiances fe mefurent parles 
quantités <de mouvement qu'elles font capables de produire 
dans des mafles données y il fuit que lorfque des puiflances 
quelconques agiflent mutuellement les unes contre les au- 
tres 9 elles doivent garder l'équilibre > dans tous les cas où 
la fomme de .celles qui agiflent en un fens > eft égale à la 
fomme de celles qui font effort en fens contraire. 

g I . V. V équilibre aura donc toujours lieu entre des puif*. ^ 

fances quelconques y quelles que /oient . leurs directions > lorfque -s 

Uur réfuhante fera zéro. 

Remarque. 

Les principes que nous avons développés dans cette In- 
troduction , peuvent être regardés comme des loix gêné-* 
raies , qui dérivent uniquement de la (impie exiftence de 
la matière & du mouvement * abftraâion faite de toute 
hypothefe phyfique. Ces loix auraient donc lieu dans la 
Nature > fi elles ne recevoient pas des modifications fans 
nombre , d une foule d'obftacles. 

Voyons donc maintenant jufqu'à quel point ces obfta- 
clés peuvent influer dans tout ce qui a rapport à l'équi- 
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libre fie au' mouvement. Four procéder avec ordre , nous 
n'examinerons les conditions de l'équilibre dans les ma- 
chines , qu'après avoir détaillé la théorie fort utile des centre» 
de gravité. C'eft à la difeuffion de ces deux objets , que font 
deftinées les deux Sections de la Statique. La première 
contient les méthodes & les formules néceûaires pour déter- 
miner dans tous les cas le centre de gravité. La féconde a 
pour but la defeription , les propriétés, le calcul, & les 
ufages des principales machines. 

Après avoir ainfl difeuté dans la première Partie de cee 
Ouvrage , ce qui a rapport à l'équilibre , nous traiterons 
dans la féconde ce qui concerne le mouvement. 
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S 2 . IN ou» éprouvons cous qu'un corps abandonné à lui- 
même tombe perpendiculairement .à l'horizon , & que lors 
même qu'on le foutient, ce corps tend à fe rapprocher de 
la furface de la terre /par un effort dirigé dafislemême 
fens. 

Des obfervations fans nombre atteftent qu'il en eft de 
même dans tous les pays , 6c que ce phénomène n a pas 
moins lieu fur les fommets des plus hautes montagnes , que 
dans les plaines & les vallons. Par-tout , juftjues dans les 
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plus profonds abîmes, les corps cherchent, pour ainfi dire $ 
à defcendre de plus en plus vers un point fixe , qui eft vifi- 
blement le centre de la terre , puifqu'elle eft fenfiblemenc 
ronde , & que les direâions perpendiculaires aux divers ho- 
rizons tendent toutes vers Ton centre. 

Mais cette tendance univerfelle n'eft point effentielle aux 
corps* Ceft un effort réel , dont la matière , par elle-même ± 
eft incapable : rien dans fa nature ne l'exige r rien ne le 
produit , & fon inertie eft un obftacle de plus à l'exiftence 
d'un pareil effort. Il a donc pour principe quelque force* 
extérieure dirigée vers le centre de la terre ;& c'eft cette- 
force qui , comme nous l'avons déjà dit > s'appelle Gravité^ 
Pefanteur y Gravitation, ow Attraftion. 

Quoiqu'il n'y ait que des opinions tout au plus vraifem^ 
blables fur la caufe de la pefanteur , il eft aifé cependant de- 
conftater fou exiftence , & de connoître fes effets* Or fort 
exiftence une fois avérée , & fes effets une fois connus , il 
n'en faut pas davantage pour expliquer tout ce qui a rap- 
port au mouvementée à l'équilibre des corps graves. Voici 
donc les obfervationa les plus confiantes fur la pefanteur* 

IL 

g 3. 1* Elle agir également fur toutes les parties ma* 
térielles des corps terreftres , c'eft-à<lire ,. que dans le même 
temps elle leur communique la même vîtèffe. On s'en eft 
afsûré , en biffant tomber au même inftant & de la même 
hauteur des martes très-inégales. Le temps de leur chute 
eft absolument égal , quand on fait l'expérience (bus 1* 
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récipient de la machine pneumatique. Tous les Phyficiens 
favent que l'or , par exemple , quoique le plus compaâ des 
métaux > ne defcend pas alors plus vite , quand on l'aban- 
donne à fa feule gravité , que la laine > & la plume la plus 
légère. Si le temps de leur chute n'eft pas le même hors du 
récipient , c'eft que Pair 9 oppofe inégalement à leur def- 
cente. Concluons donc que la pefanteur eft une force qui 
tend à imprimer à tous les corps la même vîtefle dans le 

même temps. 

IIL 

34* 2 °y ^ aiM uîl même lieu de la terre & dans toutes 
les faifons de Tannée , la pefanteur fait parcourir aux corps 
libres le même efpace dans le même temps > du moins fans 
différence effentielle. Elle eft donc une force confiante qui 
agit également* 

$5* 3° 9 Etpuifque fon aâion fe renouvelle à chaque 
inftant fur tous les corps , foit pendant leur repos , foit pen- 
dant leur mouvement , on doit en conclure > qu'elle eft une 
force accélératrice , uiûverfelle & confiante. Delà vient que 
dans tous les pays , un corps defcend avec d'autant plus de 
vîtefle , qu'il a été fournis plus long-temps à l'imprefllon de 
la gravité; 

8 6. 4 , Au refte > la vîtefle que la pefanteur imprime 
dans un inftant infiniment petit à un corps quelconque, eft 
infiniment petite , fans quoi la vîtefle imprimée au bout 
d'un temps fini feroit infinie , ce qui eft impoflible* L'ac- 
tion inftantanée de la pefanteur n'eft donc comparable k 
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aucune puiffance finie , quelque petite qu'on la fuppofe , 
puifque celle-ci produit une vîtefle finie dans un inftant. Ce 
n'eft qu'après un temps fini que l'effet de la pefanteur eft 
comparable à celui des autres puiflances motrices. 

IV. 
87* î°> L^s directions de la pefanteur font parallèles 
dans un même lieu. Deux fils à-plomb , par exemple , gardent 
entr eux un parallélifme fenfîble , dans un même bâtiment , 
dans une même ville , & en général dans tous les lieux qui 
ont fenfiblement le même horizon. Cela n'empêche pas de 
regarder ces direâions comme devant fe réunir au centre de 
la terre , parce que la diftance de ce centre à la furface peut 
être réputée infinie , par rapport à celle qui fépare les deux 
fils à -plomb. 
* S S* 6°> ^es obfervations exa&es & fréquentes ont appris 

qu'un corps qui defeend librement en vertu de fa pefan- 
teur, fous la latitude de Paris, parcourt iy pieds un pouce 
une ligne j , ou i y p , op8 , ou plus exactement encore 2 173^ 
^31356" lignes, dans la première féconde de fa chute. Il 
parcourt dans la féconde qui fuit, 45 piede 3 pouces $ lig*f> 
& dans la troifieme > 75* pieds y pouces 9 lignes. 

Delà on pourrait facilement déduire les formules nécef- 
faires pour déterminer dans le mouvement des corps gra- 
ves , foit le temps de leur chute, foit les hauteurs dont ils 
defeendent , foit la vîtefle qu'ils ont acquife à un înftant 
quelconque. Mais nous en réfervons le calcul pour la Dy- 
namique. Il ne s'agit ici que d'équilibre ; & fi nous avons 
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commencé par donner quelques notions fur la pefanteur , 
ce n'eft que pour rendre plus intelligible la théorie des cen- 
tres de gravité , que nous allons expofer. 

Définition du centre de Gravité > avec la manière de 
le déterminer , lorfque les corps font 

fur une même droite. 

g p. Puifque la pelànteur agit également fur toutes les 
parties de matière qui compofent une maffe quelconque, 
chacune de ces parties fait donc un effort égal pour fe rap- 
procher du centre de la terre. De tous ces efforts particuliers 
unis enfemble réfulte l'effort général du corps entier vers le 
même centre , & cet effort total s appelle le Poids du corps. 

5>0. Le poids d'un corps quelconque eft donc égal à la 
quantité de mouvement que la pefanteur tend à imprimer 
continuellement à ce corps : il eft donc proportionnel à la 
mafle , puifque la vîteffe de toutes les parties eft la même. 
* Or ce poids ne peut être foutenu que par une puiffance 
dont l'énergie lui eft , tout au moins , égale. Il peut donc être 
regardé lui-même comme une puiffance réelle dont l'eflbrt 
s'exerce perpendiculairement à Fhorizon. Deux ou plufieurs 
poids peuvent donc être comparés enfemble , & fe contre- 
balancer mutuellement comme toutes les autres forces 
méchaniques. 

Mais à caufe de ïa liaifon qui fe trouve entre les diverfes 
parties d un même corps ; l'une ne peut obéir à la pefan- 
teur , fi toutes les autres ne lui obéiffent en même temps. 



it TRAITÉ 

Donc puifque les dire&ions , fuivant lefquellcs la gravité les 
fbllicite , font toutes parallèles , leur réfultante doit toujours 
palier par quelque point intermédiaire 9 qui eft en quelque 
forte le centre de réunion de toutes leurs forces particulières» 
C'eft ce point unique dans chaque corps , que Ton appelle 
fon centre de gravité, 

g I . Et comme ce point étant foutenu , le corps refte né* 
çeflairement en équilibre 9 puifqu'alors la réfultante eft zéro ; 
réciproquement un corps ne peut jrefter en équilibre , fi ce 
point n'eft foutenu. Car faute defoutien, la réfultante aura 
fon effet , 6c le corps tombera. Concluons donc que le 
centre de gravité à un corps eft un point dans lequel on conçoit 
que tout Iç poids de ce corps fe réunit & fe concentre > de manière 
quen foutenant ce point feu/ > fin foutient le corps entier en 
équilibre y dans tous les cas, 

ç 2 . On pourrait dire aufli que le centre de gravité d'un 
fyftême quelconque de corps eft un point par lequel paffe la 
réfultante de tous les efforts particuliers que chaque partie 
du fyftême fait en vertu de fa pefanteur 7 quelle que foit la 
fituation de ces corps. 

ç 3 • Pour déterminer ce point , il fuffit de placer le 
fyftême dans deux fituations différentes , & de déterminer à 
chaque fois la dire&ion de la réfultante ; car fi vous pro*. 
longez ces deux direâions y elles fe rencontreront néceffai- 
rement , & le point de leur rencontre fera le centre de 
gravité que vous cherchez. 

Il fuffira } pour vous en convaincre , de démontrer que 

dans 
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dan* toute autre fituation du fyftême , la réfultante paffera 
toujours par ce point de rencontre. Pour cela , foient tant 
de corps que vous voudrez > M, PyQ placés fur une même Fm. 
ligne droite que nous fuppoferons inflexible & fans maffe : 
& afin de Amplifier encore davantage , nous regarderons 
ces corps comme autant de points où leurs malles font 
concentrées. Soit g la vîteffe . que la gravité leur imprime 
dans un certain temps y dans une féconde par exemple , 
fuivant les lignes Mm , Pp y Q q perpendiculaires à l'horizon ; 
on aura Mg y Pg, Qg pour leurs quantités de mouve- 
ment. Ces forces pouvant être regardées comme de vérita- 
bles puiflances appliquées aux points M y P,Q,&c parallèles 
entr'elles , on prendra arbitrairement fur le prolongement 
de QM, un point C y par lequel on mènera la droite 
Cmfp'q* perpendiculaire à leurs directions. 

Cela pofé y on aura la diftance CV à la direâion de la ré- 
Monte , en faifant ( 6 5 ) Cr> - "i-<" + '*-cf-Qt.c* 

7 v ' ' Mg+ Pg+Qg 

M. Cm 9 •+-P,Cp / -f-Q.Ctf r ,, x „ , , 

23 r — - j d ou 1 on tirera par la nature des 

V . h „ u M.CM-»-P.CP-|-Q.CQ « 

lignes proportionnelles, C A=5 M p + o — =a * ^ 

diftance du centre de gravité R au point C : or cette valeur 
de CR ne dépend en aucune façon de l'obliquité de la 
ligne M Q par rapport à l'horizontale : donc la réfultante 
de cet aflemblage ou de ce fyftême de corps , paffera tou- 
jours par le centre de gravité que nous venons de détermi- 
ner , quelque foit la fituation du fyftême. 

5?4> Et delà il fuit, que fi tant de corps qu'on voudra j 

H 
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confidérês comme des points y font fitues fur la mime ligne , <m< 

trouvera la dijlance du centre de gravité à un point quelconque 

pris fur cette ligne , en multipliant chaque majfe par fa dijlance' 

à ce point « & divifant lafomme des produits par lafomme des 

majfes. 

<?5- Appellant donc, Moment , le produit d'une maffc 

quelconque par fa diftance à un point ou à une ligne , on 

aura toujours la diftance de ce point ou de cette ligne au 

centre de gravité , en divifant la fomme des moments par la- 

fomme des mafles. 

Remarque. 

Observez cependant que dans le cas où il y auroit de* 
corps placés aux deux cotés du point fixe , ce ne feroit pas; 
. lafomme totale des moments qu'il faudroit prendre, mais 
bien la différence des fommes de part & d'autre» 

ç 6. Obfervez aufli , qu'au cas où tous les corps dont oiv 
cherche le centre commun de gravité feraient homogènes , 
& par conféquent d'une égale denfké , ainfi que nous le fup- 
poferons dans la- fuite y on pourrait fubftituer leurs Amples 
volumes à leurs mafles , afin de réduire la recherche des 
centres de gravité à une qucftion de pure Géométrie* 

Recherche du centre de Gravite , lorfque les corps 
ne font pas fur une même ligne , quoique tous* 
Jîtués dans le même plan* 

Fie. 5*7- Je fuppofe que les trois corps M^ P> Q confident 
cbmme de fimples points où leurs efforts particuliers en vertu* 
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iâe la pefanteur fe réunirent , foient difpofés en triangle dans 
tin même plan. Alors menant par un point quelconque C prit 
dans ce plan, une droite horizontale Cp, te une droite ver- 
ticale Cp' ,]e pourrai tirer des perpendiculaires de chaque 
point pefant fur chacune de ces deux droites. Au moyen de 
ces perpendiculaires , je trouverai bien aifément que la ré- 
fultante de ce fyftême triangulaire , confidéré dans fa 
pofition aâuelle , paflera à une diftance 

D j M . . Mnf+* • Pp' + Q. • Qtf 

.Ai + P + Q 

Et fi je fuppofe que tout le fyftême fafle maintenant un 
quart de révolution > de manière que l'horizontale Cp de- 
vienne verticale 9 je trouverai pareillement que la réfultante 
<3ans cette nouvelle pofition paflera à une diftance 

P M . Afro-f-P . Pp-+- Q . Qq 
Kr — m -*- P -H <2 * 

Je connoîtrai donc le centre de gravité R ; mais rcfte à faire 
voir que dans toute autre fituation du fyftême , la réful- 
tante doit paffer par ce centre. 

Or nous {avons déjà ( $7 ) que la Comme des moments 
rapportés à un point quelconque de la réfultante eft néoef» 
fairement zéro , enforte qu'on peut afsûrex qu'un point ap«« 
partient à la réfultante , toutes les fois que la fomme des 
moments rapportés à ce point , eft nulle. Donc fi A B eft la Fio. 
réfultante d'un fyftême quelconque dans une première fitua- 
tion , 6c fi dans une feponde pofition perpendiculaire à la 
première , la réfultante eft C D perpendiculaire à A B % il fuf- 
firade prouver que la réfultante dans toute autre pofition eft 

Hij 
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affu jettie a pafler par leur point de rencontre G > ou ce qui 
revient au même > que la fomme des moments pris par rapt- 
port à une autre réfultante quelconque E F eft zéro* 

5> g. Soit donc M un des points pefants du fyftême, du* 
quel on mené les perpendiculaires MP y MQj MR aux 
trois axes qui représentent nos trois réfultantes. On aura 
l'angle PGM = PGQ — MGQ r & par conféquent 
fin PGM*=fmPGQcofMGQ~-finMG£ cofPGQi 
d'où l'on tirera££==> P G £ . §£ - cofP G Q . £J ; ce 
qui donne PM==* ftnPGQ . MR — cofPGQ . MQ.. 
Prenant donc le moment du point M par rapport à Taxe E F 9 
on aura M .P M^fmPG^. M \ MR—cofPGQ.AT± 
MQ y & la fomme des moments fM . P M «= fin P GQ*. 
fM.MR — cofPGQ .fM*M'Q~ OtAB&CD étant 
deux réfultantes, la fomme des moments dé M pris par 
rapport à elles doit être nulle : donc fM..AÎR= o, fie 
fM . MQ «= o; ce qui donne enfin fM -P M = o : donc 
la fomme des moments rapportés à une troifieme réfultante 
quelconque E F t& zéro. Cette réfultante parte donc tou- 
jours par le centre de gravité que llnterfeâion. des deux 
premières fait connoître*. 

Recherche du centre de Gravité > lorfque les corps 

font Jitués dans différents plans. 

Tm gç % Soient deux plans ABC y BCd perpendiculaires 
entr'eux 6c à l'horizon. Si de chaque point pefant M, P y Q 
on mené des perpendiculaires fur chacun de ces deux plana * 
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ton aura d'abord {66) h diftance Rr de la réfultante dan» 
cette première fituation , au plan ABC y txt prenant la femme 
des moments par rapport à ce plan , 6c la divifant par la 
fomme des maffes > ce qui donnera 

Kr = Aî + p + Q • 

On trouvera enfuite par un calcul femblable fa diftance 
au plan BCd> qui eft 

P , Af . Mm' H- > » Pf -h Q » Q^ 

^^ jw + p-Tq • 

Mais avec ces deux diftances on ne peut encore déter- 
miner que la réfultante que Ton fait être perpendiculaire à 
l'horizon comme les plans ABC, BCd , 6c qui doit pafler 
par le point d'interfeâion R des deux diftances. On fait à 
la vérité que le centre de gravité que Ton cherche , doit * 
être fur un des points de cette réfultante j mais quel eft ce 
point î 

Pour le déterminer, on imaginera le fyftérte renverfé 
dans une fituation perpendiculaire, de telle façon que le plan 
horizontal aC d devienne vertical: 6c dans cette nouvelle 
fituation y la féconde réfultante paffera à une diftance de ce 
plan , laquelle aura pour valeur la fomme des moments rap- 
portés à ce troifieme plan , divifée par la fomme des maiTes* 

IOO« Donc pour cotmottre le centre de gravité dfunjyftéme 
quelconque dont les f orties font fituées dans différents plans , if 
faut fuppofer trois plans perpendiculaires entreux f & la fomme 
des moments pris pair rapport à chaque plan , divifée par la fomme 
des maffes, donnera la diftance du centre de gravité à chacun 4? 
ses plant* 
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Or ces trois diftances une fois connues , il n en faut pat 
davantage pour déterminer le centre de gravité. U manque- 
f oit cependant quelque chofe à cette théorie , fi on ne dé- 
montrait pas que la réfultante dans toute autre fituation du 
fyftême , doit néceflairement pafler par le centre de gravité 
ainfi déterminé. Pour le démontrer , il fuffit de faire voir 
que fi la fomme des moments pris fucceflivement par rapport 
à trois plans qui pafient parle centre de gravité, eft nulle, 
cette même fomme prife par rapport à tout autre plan qui 
paflera par ce point , doit être nulle auffi. 
Fie. ioi. Soient donc AGC> AGB> CGB trois plans 
perpendiculaires entr eux , & par rapport auxquels la fomme 
des moments eft zéro. Soit un autre plan quelconque G VN A 
paflant par le centre de gravité G. Soit M un des points pe- 
fants du fyftême , duquel on mené la perpendiculaire MQ_ 
au plan CGB : du point de projeâion Q, imaginez une 
perpendiculaire Q P tirée fur la droite G B. Imaginez en- 
fuite un plan MQ VN perpendiculaire, au plan G VN> fie 
dans ce plan concevez enfin la droite M N perpendiculaire 
à leur interfeâion commune N Vi la droite Q P fera per-j 
pendiculaire àG^, & l'angle Q VN mefurera l'incli-; 
naifon des plans CGB , G P" N. 

Tout ceci une fois conçu , la étémonftration n'eft pas 
difficile. Cependant afin de l'abréger, fuppofons GP=#, 
PQ =*y, AI Q=*z, l'angle VGB =*f a , & Fanglet 
QfN=*b t 
^Onaura i°, l'angle Q G V ■=■ Q G P — a , ce qui donnt 
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fin QGF — JinQGP cofa~-finacof£GP} d'où Ton 
déduit QV*=*ycofa — xfina. 

On aura *°, Fangle M VN= br~ Q V M> ce qui donne 
fin M ^N^ finb coj Q VM —fin QfM cofb ; d'où l'on 
déduit MN^finb . Qy— MQ.cofb=* —xfinaftnb 
±hy cofa finb — z cofb. 

Or M N étant la perpendiculaire menée du point Ai fur 
le plan GVN , on aura pour la fomrae des moments rap- 
portés à ce plan , fM . M Af« — fin a finb . fM . x -4* 
€ofa fin b . fM*y — cofb • fM. z. 
• Et puifque x, y , z font les diftances refpé&ives du 
point Maux trois plans perpendiculaires entr eux , les Tom- 
mes des moments fM • * , fM .y ,fM • s pris par rapport 
à ces mêmes plans font donc nulles» La fomme des rao*- 
ments fM * MN r rapportés à un quatrième plan quel- 
conque G yN y eft donc nulle au (IL 

102- Après avoir ainfi développé la méthode de déter- 
miner les centres de gravité d'un fyftême quelconque de 
Gorps litués dans un même plan , ou dans des plans diffé- 
rents : après avoir prouvé que dans chaque corps & dans 
chaque fyftême de corps le centre de gravité eft un point 
«nique , qui refte toujours le même dans toutes les (mu- 
tions poffibles , il eft à propos maintenant , d'appliquer ces 
principes à la détermination du centre de gravité dans les 
corps que la Géométrie nous apprend à mefurer & à con- 
naître. Cette application , au refte , n eft pas à beaucoup 
près* d'une ftériie curiofité v elle réunit ie doublé -avantage 
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de rap'peller les formules les plus utiles de l'analyfe , & de 
fervir de fondement à la Statique dont les arts ne (àuroiene 
trop employer le fecours. 

I. 

Déterminer le centre de Gravité des lignes. 

Pic. I O 3 • Soit d'abord une ligne droite A B homogène dans 
toute fa longueur, & par conféquent uniformément pe- 
fente. Il çft aifé de voir que fa pefanteur totale réfulte de 
celle de chacun de fes éléments. Soit donc M m un de ces 
éléments infiniment petits , foit A le point auquel on rap- 
porte les moments ; A M= x , Mm = dx. 

Cela pofé, vous trouverez la diftance du point A au cen- 
tre de gravité, en divifant la fomme des moments de tous les 
petits poids Mm> par la fomme de ces mêmes petits poids. 
Vous aurez donc AG^^^j^. Otfxdx=s ~,&.fdx**ax p 
fans confiante , puifque ces deux intégrales s'évanouiffent 
en faifant x = o ; donc *£rr~ = — % & faifant x = A B y 

7 fdx t 7 * 

afin d'avoir le centre de gravité de la ligne entière A B 9 on 
aura AG=* — ; dernier réfultat qui nous apprendroît, fi on 
ne le voyoit pas évidemment d'ailleurs , que le centre de 
gravité d'une droite quelconque uniformément pe/ante eft toujours 
à fon milieu. 

1 04- Si la pefanteur de cette ligne n'étoit pas uniforme, 
fon centre de gravité ne fe trouveroit plus au miHeu. Pour 
fixer alors le point qu'il doit occuper > foit en général re~: 
pjréfentée par X la denfité de cette ligne en un point quel- 
conque; 
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conque M, X étant une fonâion de x : vous aurez AG «» 

p v v A * 

lirA ; & fi la denfité au point M eft comme la diftancc 

-Jrîi Ar> fxxd* f*» » t . D 

ytf M , vous trouverez AG=z ^r-j — = — = 7 * = \A 5; 

J X U X ï 

donc alors le centre de gravité feroit aux deux tiers de la 
l;gne , en comptant du point fixe A. 

IL 

'Déterminer le centre de gravité du Périmètre 

des Polygones. 

I O $ • Le périmètre d un Polygone étant forme par Tafc 
femblage de plufieurs lignes droites , il n eft pas difficile d'en 
connoître le centre de gravité. Suppofons en effet les quatre 
lignes Mm y Nn , Pp, Qq difpofées comme on voudra. Fi 
Leurs centres particuliers de gravité feront au milieu de 
chacune , en a y b % c ,f; & ces quatre points pourront être 
regardés comme étant chargés chacun du poids entier de fa 
ligne. 

Or nous trouverons (5*7) leur centre commun de gravité, 
en imaginant dans un même plan deux droites A *', A a 11 per* 
pendiculaires entr elles, fur lefquelies on mènera des perpen- 
diculaires de chaque point pefant , ce qui nous donnera , 

C C 1 Mm.aa'-hNn.èb'-hPp .eS -+-Qq. ff 

Mm + NnH-Pp + Qq 

G nil Mm.aa!'-hNn.bb"-hPp.cc"+.Qq.ff" 

M m -#- tf»-+» ?p -+- Q q 

le avec ces deux diftances , nous connoîtrons dans tous les 
cas ferriblables le centre de centre de gravité G , pour un 
nombre quelconque de lignes uniformément pefances. 

1 
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Les mêmes formules appliquées aux polygones réguliers, 
doimeroient le centre de gravité de leur contour > au même- 
point que leur centre de figure ; ce qui ne peut fouffriï au- 
cune difficulté, 

IIL 

ë 

Déterminer le centre de gravité <£une Courbe 

quelconque. 

F ï? 9 106. Soit la courbe A MB dont on demande le centre 
de gravité» Nous fuppoferons à l'ordinaire , CP*=*x r 
PM*=*y, Mm^dv^lfdx^dy'y&LtKmvtaronsyds 
pour l'etipreffion du moment de Mm y pris par rapport & 
Taxe CP ; xi s fera fon moment rapporté à 1 autre axe CQ t 
donc le centre de gravité G de la courbe A MB fera dé- 
terminé par les deux formules CG'== -^ 9 GG H =* ^~-^f 
dans kfquelles on doit prendre les intégrales depuis A juf- 
qu'en B. 

F "; 1 07- Si la courbe a deux arcs égaux de femblabies A B T 
ABf , il eft évident que leur centre de gravité doit être fur 
Faxe CP. Il faut donc alors calculer k difiance CG « 

fxdi fx Vi* % -h àf % 

**■ I O 8. La formule GG'=*^-', ayant fait connoître la; 

diftance du centre de gravité de la courbe A M Bz la ligne 

des abfcifies CP, il eft aifé d'en déduire «ne méthode dif- 

. iérente de celle qoe donne h 'Géométrie , four évaluer les 

fur&ces courbes des iblide» de révolution. Car appellant c la 
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circonférence dont le diamètre eft i , c'eft- à-dire , faifant 
ç = 3,141 , &c, on fait que acfyds eft la formule géné- 
rale de ces fortes de fur face s. Elle exprime donc la furface 
courbe engendrée par' la révolution de A MB autour de 
Taxe CP : ainfi puifqu'on a d'ailleurs 2c.GG'= zçjy ' on 
en conclura 2 cfy ds=? s . ac.GG'*=le produit de la ligne 
génératrice A MB , par la circonférence que décrit fon 
centre de gravité. 

105;. On peut généralifer ceréfultat, & en conclure 
que fi tant de lignes qu'on voudra , droites ou courbes > 
tournent autour d'un axe quelconque > la quantité de furface 
engendrée par cette révolution fera toujours égale au pro- 
duit de la fomme des lignes génératrices y par la circonfé- 
rence que décrit leur centre commun de gravité 3 pourvu 
que toutes ces lignes /oient fttuées du même coté de taxe 
de révolution. Car s'il y en avoit quelques-unes de l'autre 
côté , il faudroit retrancher la fomme des furfaces qu'elles 
produifent en tournant , de la fomme des furfaces engen- 
drées par la révolution des autres lignes. 

1 1 0. Delà fuit une méthode bien fimple pour trouver 
le centre de gravité d'un fyftême quelconque de lignes. En 
effet la diftance de ce centre à une droite prife à vo- 
lonté, fe trouvera en faifant tourner le fyftême autour 
de cette droite, 6c en divifant la fomme des furfaces 
engendrées , par la circonférence qui auroit pour rayon la 
fomme de toutes ces lignes. 

Et réciproquement ; fi on connoît d'ailleurs le centre de 

Iij* 
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gravité d'un fyftême de lignes, on dura trèô-aifement U 
furface du foiidê décrie par leur révolution autour d'une 
droite quelconque , en multipliant la fomme des lignes 
génératrices par la circonférence que décrit leur centre 
Commun de gravité.- 

ï 1 1 * Donc fi uft polygone quelconque fymmétrique ou 
Fio. régulier , à bfh k , tourne autour d'une droite quelconque A B> 

la furface du folide engendré par cette révolution fera égale 

» • 

au produit du contour du poligone par la circonférence dont 
le rayon eft la perpendiculaire GG f menée du centre du 
polygone fur Taxe. AB. 

Doftc auffi là* révolution d'un cercle ou d'une ellipfe quel- 
F IG . conque A CE , autour de (a tangente àii point A , engen- 
' drera une fùrfôcè égalé au produit du contour de la figure > 
par la circonférence que décrit le rayon AC. Si le folid& 
de révolution eft engendré par un cercle , alors fa furface 
fera la même que celle d'un quarré qui aurait pour coté la 
circonférence de ce cercle. 
FiG.17 En général , fi une figure quelconque abdc compofée 
de deux ou de quatre parties égales & fembiables, ab ,ac f 
cd y bd y tourne autour d'un axe quelconque AB y la fur- 
face du folide qui en réfultera, fera égale au contour abdc 
multiplié par la circonférence dont le rayon eft GG% & dont 
la longueur eft 2 c . G G'. 

Enfin , fi autour d'un point quelconque C font difpoféefc 

d'une manière fymmétrique , autant de figures que Tort 

*£• voudra a, al i b , b } \ t > e* , la furface 4u folide engendré par 1* 
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tévoîutîon du fyftême entier autour d'un axe A B , fera égale 
à la fomme des contours de toutes ces- figures, multipliée par 

dtc .CC' = 2C .CC. 

Les différentes propofitions que nous venons d'énoncer j 
pourroient être démontrées direÛement par les feuls princi- 
pes de la Géométrie : mais il s'en faut bien que cette manière 
de les déduire , ait toute l'élégance de la méthode fondée 
fur la théorie des centres de gravité. 

ë 

Applications* 

112. On demande le centre de gravité G du. contour Fh» 
'd'un triangle ABC\ . .. Cherchez d abord la diftance de ce 
centre au côté AC, en faifant tourner le triangle autour de 
ce côté y fie en divifant la furface qu'il engendrera , pat la 
circonférence dont le rayon feroit égal au contour du trian* 
gle. Vous trouverez que AB décrit un cône qui a pour 
furface A B . \ci rc „ B D , pendant que B C décrit un autre 
cône dont la furface eft BC .^circBD ; donc 

Le principe des moments eût donné immédiatement ce ré- 
sultat y puifque le moment du côté ABt&±AB + BD x & 
que celui du côté B C eft \ B C „ B ZX 

Cherchez enfuite par une conftrudion géométrique le 
point G, & pour cela y foit E le milieu de la perpendiculaire 
BD 9 & foit menée à la diftance G G' une droite G F pa- 
rallèle à h bafe A C. Vous aurez/ EF=*iBD— GG'=* 
àI+bq+sç : c ' e ft-à-diie >■ l u>cn divifant la furface du triait» 
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gle propofé par fon périmètre , vous aurez la diftance E F f 
& que par conféquent le point F fera déterminé: C'eft tou- 
jours par ce point que doit paffer la ligne F G parallèle à la 
bafe AC. 

Cherchez enfin par le même procédé la parallèle KG au 
côté £C, & fon interfeûion avec F G vous fera connoître 
le point G, centre de gravité du contour triangulaire^ B G 
I I 3 • H eft vrai qu'on eût pu déterminer ce centre d'une 
manière plus facile, & auffi générale. Car foit a le mi- 
lieu du côté AC, foit b le milieu de BC, & foient G G', G G" 
deux perpendiculaires menées du centre G que Ton fuppofe 
connu P fur les côtés AC $ BC. Cela pofé , le problême fera 
réfolu , fi on connoît a G 9 tcbG". Or pour les connoître % 
faites ces deux proportions , 

+ACxAB + BC— AC: :AB — BCiaG'. 
4BC:AB+AC—BC ::AB—AC:bG". 
Fio. 114. Cherchons maintenant le centre de gravité G d'un 
arc circulaire A Aï. . . Sa diftance G G 9 au rayon AC Ce 
trouvera en divifant la furface de la calotte fphérique que 
décrit Tare A M dans fa révolution autour de A P , par la 
circonférence qui a pour rayon la longueur de cet arc On 

1 i> t j j-\ s*m A P * ctte A C A T • AC 

aura donc d abord 6G'=s : — --£*- » — -— -. 

arc A M AM 

Puis , en le faifant tourner autour de Taxe perpendicu* 
bure B C, on aura CG* =* -V- — w — — — ; & on fera 

ctfC A m A M- 

les deux proportions fuivantes. 

La longueur de Tare A M eu. à fon finus verfe A? t comme? 
le rayon eft à la diftance GG\ du centre de gravité au rayon 
AC. 
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La longueur de Tare A M eft à fon finus droit P M, 
comme le rayon eft à la diftance CG', du centre de gra- 
vké à l'axe «C 

Il fuffira cependant de calculer Tune de ces deux diftan* 
Ces : parce qu'on voit bien que le centre de gravité doit être 
fur un rayon CG qui divife en deux partie» égales Tare AAii 
& c eft auffi ce que font voir les valeurs précédentes ; car 

G G* Jk P 

elles donnent -^> = y^ ; donc les triangles CG G' & APM 
font femblables , & l'angle AMP=*G CG'=* \ACM. 

Quand on aura donc à déterminer k centre de gravité G 
d'un arc M A M, on tirera un rayon CA par le milieu A ï 
& on prendra fur ce rayon, une partie CG'= mam ~> ce ^" 
à-dire , une quatrième proportionnelle à l'arc ^ à fa corde , 
& au rayon» 

D'où il fuk réciproquement que fi on avoit d'une manière 
exaâe de xigoureufe le centré de gravité d un arc de cercle f 
on attirait auffikôt la re&tfication de cet arc* 

Il5* Soit à pré/ènt un arc parabolique MA M divifé F ™* 
en deux parties égales au Commet/^, & foit Je paramètre =1. 

On aura doacyy « *, & AG ^ f4 ' 7 ^\ ±^2 ( I07 ) 

3=3 JiyVÏTïT, "' ** *< :en " 

forte que menant la tangente Ai T & la normale MJV,oa aura 

*q , MT' ■ j± NT. M T f 



îtdfte- donc i prendre une quatrième proportionnelle kSAM, 
NT Se MT, dont on retranchera le feizieme ■ du par»' 



?3 

r 



7 i TRAITÉ 

mètre , afin d'avoir la diftance A G du centre de gravité G 
au fornmet A. 
Fie i i 6. Soit enfin propofé d'afligner le centre de gravité 
de Tare cycloïdai M A M y dont le cercle générateur ait 
pour diamètre A B*s*a. On aura par la nature de cette 
courbe, A M* =s* =B+ax; & par conféquent 

AG^Ï^ =£^=n — w ~ sa — = -*. 
~ f ^" / 44/ lia/ l*tf Htf * 

Le centre de gravité G eft donc au tiers de Fabfcifle A P, 1 
& celui de toute la cycloïde fe trouve au tiers du dia- 
mètre AB, 

Remarque» 

117. Si les lignes dont on cherche le centre de gravité 
font de nature différente , ou ne peuvent être exprimées pat 
la même équation , alors il faut chercher le centre de gravité 
particulier de chacune , & après 1 avoir trouvé on le confia 
dérera comme un point chargé de tout le poids de fa lignei 
Ces centres combinés entr'eux donneront le centre commun 
que Ton cherche. Voici un exemple. 
Fîo. 1 1 8* Etant donné un arc MA M & fa corde MM % 
trouver leur centre commun de gravité • . . Cherchez d'a- 
bord le centre de gravité G de lare NI A M par la dif- 
tance CG=a — mam — > ^ P u *^ ue ? e ^ * e centre <te gra- 
vité de la corde MM, regardez G & P comme chargés 

des poids M A M , M PM. Enfui te calculez la diftance! 

CG> =* , MAM + MP* > 0U &** h P*>P<*"W *"* 

vante qui vous donnera fa valeur 

M4M 



j* 
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MAM+MPM : MPM : : CA+CP-.CG', 

puifque CG .MA Af= CA • MPM; & vous connoî- 
trez le centre cherché G'. La méthode générale (no) vous, 
donnerait le même réfultat. Paflbns aux centres de gra- 
vité des furfaces planes, 

IV. 

Déterminer le centre de gravité à! une Surface plane. 

Ilp. Soit BM une courbe quelconque rapportée à F". 
Taxe AP : foit MPpm l'élément de la furface du trapèze 
B CPM. Le centre de gravité R de cet élément eft en même 
temps fon centre de figure , & on peut le confidérer comme 
chargé de tout fon poids ydx. Ainfi les moments de ce petit 
re&angle, pris par rapport -aux axes perpendiculaires -d P , 
4Q fetontyJx; RR' t tcydx.RR". Or RR'^^y, & 

RR»^x:doncGG' = VÏ J r L > & AG'^-^l, où il 
faut avoir foin de prendre les intégrales depuis B jufqu en M y 
l'origine des abfciffes étant en A. 

HO. Si on imagine que la figure B CPM fafle une ré- 
volution autour de Taxe A P , le folide engendré aura pour 
mefure cfyy dx ; fie puifqu'on a par la valeur de G G' f 
ac .G G 9 .fydxsss cfyydx, on en doit conclure que le 
folide formé par la révolution de Tefpace B CPM autour de 
Taxe AP eu égal à un prifme droit qui aurait pour bafe 
cette furface, & pour hauteur la circonférence décrite par 

fonjeentre de gravité. 

Jv 
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12 1. Or la même propriété a lieu quelle que (bit la 
figure génératrice , 6c quel que foit fon éloignement de Taxe» 
Fie. Suppofons en effet une figure quelconque B CD rapportée à 
un axe AP 9 tc menons une ordonnée PMM' qui coupe 
en M & en M 9 les parties inférieure & fupérieure du contour 
de cette figure. Soit AP = x,P M*=y , P M 1 = y 7 : nous 
aurons (/ — y)dx pour l'élément de l'efpace BM' M , 

met ^^_ tm 

— - pour la diftance de fon centre de gravité à Taxe A P 9 

fii — — Z*-^ — Uàx*s*r— — —dx pour fon moment rapporté 
au même axe ; d'où nous conclurons GG f = * BCP — > ou 
zc.GG' .BCD =» cfyydx — cfyydx. Or il eft clair 
que cfy'y*d x eft l'expreffion du folide engendré par la ré- 
volution de la partie fupérieure BCD du contour de la 
figure , & que cfyydx donne également le folide engendré 
par la révolution de la partie inférieure B M D. La diffé- 
rence de ces deux folides fera donc la valeur de celui que la 
figure BCD engendre dans (a révolution autour de Taxe 
A P. 

12 2. Au refte , quelque foit le nombre des figures gé- 
nératrices , cette méthode trouvera toujours fon applica- 
tion. Car d'un côté , chaque figure multipliée par la cir- 
conférence que décrit fon centre de gravité , donne pour 
produit le folide qu'elle engendre dans fa révolution ; & de 
l'autre côté , la fomme des produits de chaque figure par la 
circonférence que décrit fon centre particulier de gravité 
eft égale à la fbmme des figures multipliée par la circonfé- 
rence que décrit leur centre commun de gravité, puifque* 
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les circonférences font proportionnelles aux rayons , ôc que 
la fomme des produits de chaque figure par la diftance de 
fon centre de gravité à Taxe , eft égale à la fomme des figu- 
res multipliée par la diftance du centre de gravité de leur 
fyflême au même axe. Donc le produit total donnera la 
fomme des folides engendrés par la révolution de chaque 
figure. On doit donc regarder comme général le Théorème 
fuivant. 

I23. Toutes les fois qu'une ou plujieurs figures quelconques $ 
fttuées dans le même plan , tournent autour d'un axe pris à vo- 
lonté dans ce plan , la fomme des folides qu'elles engendrent par 
leur révolution , eft égale à la fomme de toutes ces figures , multi- 
pliée par la, circonférence que décrit le centre de gravité de tout 
te fyftême. 

Obfervez cependant que û toutes les figures génératrices 
n'étoient pas du même côté de Taxe , il faudrort fouftraire 
la fomme des folides produits par les figures qui font d'un 
côté , de la fomme des folides engendrés par les figures 
fïtuées de l'autre côté. 

Ce Théorème & celui que nous avons démontré aupa- 
ravant ( îop ) font d'un grand ufage en Méchanique. On les 
connoît généralement fous la dénomination des Théorèmes 
du P. Guldin , qui les publia le premier dans un ouvrage inti- 
tulé Centrobaryca. 

124* Par le dernier Théorème , on peut donc mefurer 
la folidité de tout folide engendré par la révolution d une 
figure fy m métrique quelconque > comme on a déjà mefuré, 

Kij * 
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par le premier théorème , les furfaces courbes des mêmes 

fol ides. 

Donc i°, fi le polygone fymmétrique de la figure a y 

Fig. tourne autour d'un axe quelconque AB,\e folide engendré 
aura pour mefuré le produit de la furface génératrice pour 
la circonférence qui a pour rayon G G'. 

Fig. 2° y Si le cercle ACE tourne autour de fa tangente ABj 
le folide engendré aura pour mefure la furface de ce cercle , 
multipliée par fa circonférence. Son expreffion fera donc 
2. a % c % 9 en appellant a fon rayon, 

Fig. 3° , Si une eliipfe, ou toute autre figure coropofée de 
H\ deux ou de quatre parties égales , fetnblables & fymmé- 
triquement placées par rapport à un point G , tourne au- 
tour d'une ligne quelconque AB , le folide qui en réful- 
tera, fera égal à un prifme droit qui auroit pour bafe la 
figure génératrice , & dont la hauteur égalerait la cir- 
conférence décrite par la révolution du centre G. 

Fig. 4° 9 En général , s'il y a par rapport à un point C tant de 
figures que l'on voudra , égales, femblables, 6c diftribuée* 
fymmétriquement autour de ce point , le folide engendré 
par la révolution de tout le fyftême autour d'un axe quel* 
conque , aura pour mefure la fomme de toutes les furfaces 
génératrices , mliltipUées par la circonférence dont le rayon 
eft CC. 

12 5* Réciproquement^ lorfqu'il s'agira de trouver le 
centre de gravité d'un efpace quelconque , on fera tourner 
cet efpace autow d'un axe déterminé à volonté , & le 



*>•« 
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folide qu'il engendrera , étant divifé par la furface généra- 
trice fie par 2c y on aura pour quotient la diftance du centre 
de gravité à Taxe de rotation. Prenant donc une autre de 
ces diftances à un fécond axe pris aulli à volonté , le centre . 
de gravité fe trouvera déterminé. 

11 y a cependant un petit inconvénient dans l'application 
'de cette méthode ; c'eft que pour s'en fervir avec avantage, 
il faut connoître d'ailleurs la mefure de ces folides : fans 
quoi il faudrait avoir recours aux formules générales (1 ip). 
•Voici quelques applications qui répandront un nouveau jour 
fur toute cette matière. 

Exemple I. 

1 2 6. On demande le centre de gravité d'un trapèze Fio. 
quelconque A BMP , celui d'un triangle & celui de toute 3r# 
autre figure re&iligne. 

La Géométrie nous a déjà appris que le cône tronqué dé- 
crit par la révolution de ce trapèze autour de Taxe AP a 
pour valeur^* P (yf 5* -H ^B. MP+MP'), & que la 
furface du trapèze eft exprimée par£ A F '( A B -H AfP)< 



Donc la diffance GG> - A &= *"<'*?":"* + ??> 

fe T abTmp = T^B+\. J^m :enfarte 

que cette valeur eft abfolument indépendante delà ligne A P. 
; Pareillement > le cône droit décrit par la révolution du 
triangle BQM autour de Taxe A Q , a pour mefure f B Q . 
r . Q M% ou ce qui eft lamême chofe ,-j-c . AP % {MP—AB); 
pendant que la (blidité du cylindre décrit par la révolution 



L_ 
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du reâangle A PMQ autour du même axe A Q a pour me- 
fure c . AP* . MP : donc le folide engendré par la révolution 
du trapèze ABMP eft exprimée par * . A P* {~MP «4- f AB) : 



donc la diftance GG>' = AG'=* * c ' 1^"*"*"^ 

i a t> ^ B "4" * M P i ^ D j A P • A S ^ 

Or il eft aifé de voir que ces formules ont lieu quelque 
foit l'angle fait fur les parallèles AB y MP, par la fé- 
cante A P , pourvu qu'on ait toujours foin de prendre G G 
& G G 11 refpeaivement parallèles à A Q & à A B. On 
aura donc , par le moyen de ces deux formules , le centre 
de gravité d'un trapèze quelconque. 
Fig. 127. Et delà , fi on fait A B = o , le trapèze fe chàn- 
géra en un triangle AMP, dont le centre de gravité G fera 
bientôt déterminé en prenant AG' = jAP , & en menant 
CG^f MP, parallèle à M P. 

Mais fi par le centre G ainû déterminé & par le point A 
vous imaginez une droite A G F, vous aurez AG' : AP ou 
2: 3:: A G : AT : : GG'i FP ; donc FG = ±A F, & 
FP^=^M Pi ce qui vous donnera une conftru&ion fort 
fimple y pour déterminer le centre de gravité d'un triangle 
quelconque A MP. Pour cet effet , menez la droite A F du 
fommet A , au milieu F du côté oppofé , & prenez fur cette 
ligne , une portion F G qui en foit k tiers. G fera le centre 
cherché. 

I 28* H eût été facile de trouver la même conftru&ion 
d'une manière encore plus fimple f qui ne fuppofe point du 
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tout le calcul précédent. Car puifque la droite A Fmenée Fio. 
du point A au milieu F du côté oppofé MP , divife en l9 ' 
deux parties égales toutes les parallèles à M? , elle pafle 
donc par tous leurs centres particuliers de gravité. Menant 
donc du fommet Af une droite M H au milieu H du côté 
oppofé A? y cette féconde ligne paffera de même par tous 
les centres particuliers de gravité des parallèles au côté A i\ 
Elle paffera donc néceflairement par le centre de gravité du 
triangle , ainfî que la première droite A F. Ce centre fe 
trouvera donc au point de leur interfe&ion. Mais pour en 
déduire la valeur de FG y menez la droite HF\ elle fera 
parallèle au troifieme côté A M , ôc vous aurez PH : PA f 
ou 1:2: :HF:AM ::GF: A G; donc FG = ±AF. 

1 2 9 m Q u0 * de plus aifé maintenant que de trouver le 
centre de gravité d un figure quelconque reâiligne ? On 
]a divifera d abord en triangles , dont on déterminera fépa- 
rément les centres de gravité : puis on cherchera le centre 
commun de gravité de tous ces triangles > ôc ce centre fera 
celui de la figure propofée» 

Exemple IL 

130. On demande le centre de gravité d un demi-feg- Fig. 
ment circulaire A M P > celui d'un fegment entier, ôc ce- 4 ° # 
lui d un fe&eur. 

Soit AP=x, PM=y, AC=a ; ôc nous aurons 
yy=32ax — xx> Ôc fyydx^f{naxd x— • xxdx)=* 

ax*—\x\ DoncGG'= ( '~^ a . 
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Pareillement/* y dx =/(* '—a.dx J/ %ax — xx •+* 

dx\f2ax — xx) = — j( 2 ** — xx)*-ha ..AMP ; 

donc A G'=» T5S ~ , ou CG'=* f . 



a 



AMP J~*rr- 3 AMP. 

Le réfultat ferait le même , fans avoir befoin de ces inté- 
grations, fi après avoir fait tourner Cucceflivement le demi- 

• s 

fegment AMP autour des axes CA &CB 9 on mefuroic 
les portions de fphere qui en feraient provenues. 

x I 3 I- Maintenant , pour avoir le centre de gravité de 
tout le fegment MA MPM , il ne faudra plus que la dif* 
tance CG 9 g y . , dont la valeur calculée pour le demi- 
cercle BA B donnera — • -î-, ce qui revient à très-peu prèe 

Fig. 132. Refte à trouver le centre de gravité du feâeur ' 
4 ° # MAMCi&c voici trois manières différentes d'y parvenir : 
i°, on peut le décompofer en deux parties dont Tune fera 
le. fegment MA MP M y l'autre fera le triangle M CM. La 
première a fon centre de gravité en G', la féconde en G'"; 
donc le fe&eur doit avoir le fien dans uji point r , tel que 
Ton ait 

(MAMPM+-MCM)Crs?CG'. M A # P M-f. CG'" . MjC M s= 

i 
f PAi» H- fC P . CP • PAf = ) P M( CP» 4- P ty 1 ) ,=s \P M . C M 1 ; 

donc Crî=s ^.cm ^t-^HT i « qui donne la pr<x 
portion fuivante pour déterminer dans tous les cas le centre 
de gravité d'un feâeur circulaire. 
L'arc MA M eu à fa corde MM , comme les deux 

tiers 



DE MÉCHANIQUE. 81 

tiers du rayon font à la diftance du centre du cercle au cen- 
tre de gravité du fecteur. 

2 , On peut le repréfenter lefeâeur, comme formé par Frr " 
des triangles infiniment petits C Nn qui ont tous leur fom- 
met au centre du cercle , & dont les centres particuliers de 
gravité font rangés de fuite fur un arc BED décrit du 
rayon CB = \ CM: or le centre de gravité de Tare B EQ 
fe trouve (114) en prenant 



CG 



CB.BFD 4 CM. MM 



BED ' MAM 

3°, On peut encore fuppofer que le feâeur C M A M 
tourne autour de Taxe CK perpendiculaire à C A : & alors 
le foiide engendré fera une efpece de feâeur fphérique qui 
aura pour mefure la furface engendrée MM . circA C mul* 
tipliée par le tiers du rayon. On aura donc (127) 

PC* MM . zc . AC. -f^C % CM. M M 

-""* ic.MAM.±CM T* JH/iM # 

Exemple III. 
133* Soit une parabole A M d un ordre quelconque Fig; 
qui ait pour équation x—y m . On aura dx = my m ~ l dy y 

fydx =fmyidy = ^~ y»+ * ; donc 

Jyax m-f-i-' im -t- 4 



lfn iin-Hï 



m 



\y 



fxydx 






m .m+i 



— T-y 

flï-f- \ / 

Formules qui pour la parabole ordinaire donnent GG f =\MP, 



4». 
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& G G" = } A P. Son centre de gravité fera donc toujours 

aifé à connoître. 

Exemple IV. 
Fie I 3 4* Si on avoit à trouver celui d'un fegment elliptique 
43 • A M PM , on pourrait rapporter les moments au fécond axe, 

& faifant CP = x, PM^y, CA=* a> CB=b , on 

trouveroit CG= 7**/ . Or y y *= bb — ; donc 

y— ydx J + a a * 

xdx*=*—^ydy> &/— yxdx = ± • £-/;donc 



J • NANBN* 



MAMPM a 

- M AMP M 
b 



FlG. 

44. 



Ce centre eft donc le même que celui du fegment circulaire 
NA NPN. Il en eft de même du centre de gravité du feo 
teur elliptique CMAMC, comparé au fedeur circulaire 
CN A N C y dont Tare eft toujours déterminé par le pro^ 
longement de M A/. 

V. 

Déterminer te centre de gravité des Surfaces 

courbes. 

I 3 5 • H ne P eut y avoir de difficulté dans cette recher- 
che y quand il s'agit de la furface latérale d'un prifme : car 
on voit bien que le centre de gravité de ces fortes de fur- 
faces doit néceflairement fe trouver au milieu de la ligne que 
décrit le centré de gravité de la bafe pendant la génération 
du prifme. PafTonsdonc aux fttr&cesdes folides de révolution* 

I 3 6. Soit une furface courbe produite par la révo- 
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lution de l'arc MB autour de Taxe A P. Il eft évident que 
fon centre de gravité G doit être dam cet axe , & que fi on 
connoiftbit fa diftance à l'origine des abfcifles que nous fup- 
poferons en A , par exemple > ce centre feroit entièrement 
déterminé. 

Or l'élément Mm décrit la furface d'un cône tronqué, 
laquelle a pour mefure 2 cyds f & qui a fon centre de gravité 
au point r , milieu de P p. Ce point cft en quelque forte 
chargé feul du poids de la furface açyds: fon moment pris 
par rapport à l'origine A des abfcifles , eft îcxyds : donc, 
la formule A G = ~^- x fera toujours connoître les centres 
de gravité des furfaces courbes. 

Exemple I. 

On demande le centre dç gravité de la furface courbe Fw. 
d'un cône droit quelconque MA ikf? 
Soit AP=x, PM=y, Se l'angle MAP=*a. Vous % 

aurez d'abord jj = x tang a,&cds = -^- : puis AG = m ** à * y 

d'où vous tirerez A G =fï x ==si.* = ^y£P. Ce centre de 
gravité eft donc le même que celui du triangle MA M. 

Il eût été tout aufli facile de parvenir au même réfultat , 
en imaginant la furface convexe du cône , partagée en une 
infinité de petits triangles égaux & fembiablçs MAm y 
dont les centres de gravité particuliers fe trouvent tous à 
une circonférence décrite du pojç A Ce du rayon AD =3 
jAM. Car le centre de gravité de cette circonférence eft 
en G 9 à la diftance A G =a y A P , comme il eft évident. 

Lij* 



I4t TRAITÉ 

Exemple II.. 

F,G# O n demande où eft le centre de gravité de la fur face d'une 

calotte fphérique , & en général > d'une zone quelconque ? 

Soit a le rayon de la fphere > foit B l'origine des abfciffes. 

Onaura^j=*<J#, & par conféquent BG ==^^ = i^; 

ce qui donne généralement le centre de gravité d'une calotte, 

ou d'une zone fphérique quelconque , au milieu de fou 

épaiffeur. 

Exemple III. 

Si BM eft un arc de parabole , dont le fommet B foit 
l'origine des abfcifles, & dont l'équation foit^ = x 9 on 
trouvera le centre de gravité de la furface convexe du para- 
boloïde , par la formule fuivante 

= f}*dj\'{i+Ajy) _ }[(i-f- 4 jyjF)^— i]— 1 [( 1-4-4^)^—^3 

' i. 1» # 

(i-*-4jj0 1 — i 

VI. 

D éterminer le centre de gravité <? un folide quelconque* 

I 3 7« Concevez ce folide partagé en tranches infînimenc 
minces & parallèles à un plan que vous prendrez à volonté* 
Nommez T Tune quelconque de ces coupes , & x fa dïftance 
au plan que vous aurez pris ; alors Tdx exprimera la folïdité 
d'une tranche quelconque , & xTdx exprimera fon mo- 
ment : donc la diftance du centre de gravité au plan en 
queftion fera généralement exprimée par la formule jfj^j 



BG 
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dans laquelle fTdx eft la même chofe que le volume du 
folide. Répétez ce procédé par rapport à deux autres plans 
perpendiculaires entr'eux & au premier , vous aurez leurs 
trois diftances au centre de gravité , & ce centre par consé- 
quent fera déterminé» 

Exemple I. 

138* Soit propofé de trouver le centre de gravité des 
prifmes & des cylindres droits ou obliques , celui des pyra- 
mides, des cônes, & généralement celui de tous les polyèdres* 

i°, Les tranches des prifmes 6c des cylindres étant toutes 
parallèles & égales, il eft clair que leur centre commun de 
gravité doit fe trouver au milieu de la ligne droite qui pafle 

par les centres de gravité particuliers des deux bafes. Ce pre~ 

> 

mier cas n'a donc aucune difficulté. 

a° 9 L'autre n'eft guère moins facile. Car tous les corps 
engendrés à la manière des pyramides, peuvent être partagés 
en coupes femblables & parallèles à la bafe : & alors la 
droite A D menée par le centre de gravité D de cette bafe , Fia- 
doit évidemment pafler par le centre de gravité de chacune 
de ces coupes , & par celui du folide. 

.Donc pour connoître la diftance AG > concevez d'abord 
le poids de chaque tranche réuni en un point D fur la même 
droite A D que vous appellerez x. Remarquez enfuite 
que toutes ces coupes font proportionnelles aux quarrés de 
leurs diftances refpedives du point A : vous aurez donc , 
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Donc le centre de gravité des folides pyramidaux eft toujours 
aux trois quarts de la diftance A D comptée de leur Commet^ 
ce qui facilite beaucoup la recherche du centre de gravité 
de toute forte de polyèdres. 

Exemple IL 

1 3 9* Soit propofé de trouver en particulier le centre 
de gravité des folides de révolution. 

Je prends un fegment quelconque perpendiculaire à Taxe 
de révolution , 6c je dis : Le centre de gravité de ce fegment 
doit néceflairement être fur cet axe. Or la formule des fo- 
lides de ces fortes de tranches eftcyydx; donc la diftance 
du centre de gravité à l'origine des abfciffes fera générale- 
ment exprimée par ç * d * . 

Pour en faire une première application , je cherche le 
centre de gravité d'une calotte fphérique quelconque ; & 
pour cela, j'ai d'abord yy = 2.ax — x x > qui me donne 
fyy xdx*=zjax* — jx\ J'ai enfuite/y j? dx*=a x* — ±x* i 
donc la diftance du centre de gravité d'une calotte fphérique, 
au fommet de cette même calotte eft 

Fus. «o \j s=s ' — r r~r ==s #• 

44* 

Enforte que faifant x = 2.a, pour avoir le centre de gravité 
de la fphere entière , que l'on fait d'ailleurs être au centre 
même de figure > on auroit BGs=sa. 

Exemple III. 

Fro. On demande le centre de gravité d'un fe&eur fphérique 
quelconque C MA B ? 
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Tout fefîteur fphérique peut être décompofé en deux 
parties , dont Tune eft un fegment fphérique A MB , l'autre 
cft un cône droit CB M : or i°, le fegment fphérique a fon 
centre de gravité G à la diftance A G = *—** x ^ j e 

cône CB M a le fien G', à une diftance A G f = *±±*. 2 °, La 
folidité du fegment a pour valeur j ( 5 a x % — *» ) , celle du 
cône eft — (a — x ) ( 20 * — #* ), ôc celle du fe&eur = 
■j c a*x. 

Donc fi on prend les moments par rapport au point A, afin 
d'avoir le centre de gravité G 11 du feâeur entier, on aura 

j \im-4* / j x 4 y* 

<6c toute rédu&ion faite , AG n = — ^-^ ; ce qui donne le 
centre de gravité de la demi-fphere aux cinq huitièmes de 
ion épaifleur , en comptant du fommet» 

Ott\>btient le même réfultat, en concevant qu'un feâeur 
fphérique eft formé d'une infinité de petites pyramides qui 
toutes ont leur fommet au centre C> & dont les centres par- 
ticuliers de gravité (e trouvent dans une furface fphérique 
décrite d un même centre C, & d'un rayon égal atux trois 
quarts de CM. Or le centre de gravité de cette furface eft 
à une diftance 2 * *% du pointa. 

Exemple IV. 

140. Etant donné un paraboloïde , un hypcrboiofde , & 
un ellipfoïde , trouver leurs centres de gravité. 

1% L'équation de la parabole génératrice étwityy^sx > 
on a tout de fuice A G ==£^==^P. 
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2°, Dans l'hyperbole, yy=2ax-^xx *> donc en fubftï? 

tuant dans la formule générale, on aura 
Fio. 

48. ^ n f(%ax-j-xx)xdx 8<f-f-3« 

J (iax -t-x x )dx 12a -+-4* * 

où Ton voit qu'en prenant une très-grande abfcifle # > A G 
= ±x 9 &c qu'au contraire fi on prend x très-petite, AG de- 
vient =*jx; enforteque A G fe trouve toujours entre les 
deux tiers & les trois quarts de A P. 

3°> Quant au centre de gravité d'un fegment ellipfoïdal 
quelconque fait perpendiculairement à Taxe , il eft conftam- 
ment le même que celui du fegment correfpondant de la 
fphere circonfcrite. On le trouvera donc en fuivant le même 
procédé. 

Mais fi la feâion faite dans rellipfoïde , au lieu d'être 
perpendiculaire à Taxe , lui étoit inclinée dune manière quel- 
Fie. conque MPN 9 comment déterminer alors le centrer de 
gravité du fegment MSNP qui en réfuite ? 

Suppofez mené par le centre C un plan elliptique perpen* 
diculaire au plan coupant , lequel divife le fegment propofé 
en deux parties égales & femblables. Suppofez encore le 
demi-diametre CPS mené par le point P milieu de MM 

Cela pofé, on démontre^ en Géométrie que la coupe 
MPJV eft une ellipfe dont le grand axe eft MN , & qui , à 
la grandeur près , reflemble en tout point aux autres cou- 
pes parallèles dont les grands axes refpeûifs feroient le» 
doubles ordonnées du demi-diametre CS. Or delà, il fuie 
i°, que le centre de gravité G eft fur le demi-diametre CS; 



49 



X 
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a* , qu en faifant SP*=*x,P M =ay , CS =3 m % la diftance 
de ce centre au point S fera 

-.^ __ fPM*xdx fxdx ( twy — jtx) S « — J* 

' fPM*dx * fdx(imx-xx) nm* 4*** 

valeur parfaitement femblable à celle que Ton a pour le grand 
axe de lellipfe génératrice. 

Exemple V. 
, £ 1 4 1 • Etant donné un demi-cylindre droit éleVé fur le 
demi-cercle D A B, on demande où feroit le centre de gra- Fio; 
vite d un Onglet quelconque provenu de la fe&ion du cylin- 
dre, faite par un plan elliptique DBE f 

Ce centre doit néceffairement fe trouver dans un des 
points du plan triangulaire CE A, qui partage 1 onglet ea 
deux autres folides égaux & femblables entr'eux. Or fi 
G G* eft la perpendiculaire menée du centre de gravité G fui 
le rayon C A , il faudra i°, déterminer CG 1 \ & pour cela , 
nous fuppbferons le folide partagé en tranches parallèles au 
diamètre D B , & perpendiculaires à la bafc. 

. Chaque coupe fera un reâangle MPNnpm, dont la bafe 
fera 2^ & dont la hauteur Pp égalera — *, en faifabt Ctfz==a f 
AE=*b $ & CP*=x* Maintenant fi on fait à l'ordinaire 
P M *=y = y a a — xx 5 on aura pour la ûirf^cp d. une. de 
ces coupes —xy, pour la folidité d'une tranche quelconque, 
— xydx) & pour fou moment pris par, rapport, à jin plan 
perpendiculaire à la bafe , lequel pafferoit par $ D 9 : qn apra 

* b t j * " 

*— x*y ax. * ■ „ \ , r • - . r 

* Donc CG'= fxxydx ^'''''Ir—rf. 

fxydx fxd*V{** — **)* • 

M 
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entr'eux fie au premier , afin de déterminer, au moins àpetf 
près 5 le centre commun de gravité. Pour compenfer le 
défaut d exa&itude dans ces fortes de réfultats > il eft à pro- 
pos de confidérer alors le centre de gravité, non plus comme 
un point mathématique , mais comme une petite fphere dé- 
crite du point trouvé comme centre, & d'un rayon d'au- 
tant plus petit , qu'on aura lieu de croire le calcul moins 
inexaâ. 

Précis d'une autre Méthode pour déterminer 

les centres de gravité. 

143* O n trouve dans les Mémoires de l'Académie 
Royale des Sciences , une méthode fort (impie qui donne 
généralement toutes les formules déjà calculées pour les 
centres de gravité. Comme il eft affez agréable de parve- 
nir aux mêmes réfultats par des routes différentes, nous 
indiquerons ici celle que M; Clairaut a tracée dans un petit 
mémoire que le Volume de 1731 contient. En voici le 
fondement* . . . 

• Le centre commun de gravité vie -deux corps Je trouw.en di^ 
vifant la ligne qui joins leurs centres particuliers de gravité, 
en raifon inver/e de leurs, poids. 

< Ce principe une fois pofé , l'Auteur confidere dans une 
furfâce» quelconque, un ! defes éléments infiniment petits. y 
& prenant le centré de gravité de cet élément , ce qui eft 
fou)burs fort ?ifé , < il fuppofe une droite menée de ce point 
au centre de gravité cherché* Puis il divife cette ligne en 
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ralfon ïnverfe des poids de la furface entière & de fon élé- 
ment ; d'où il tire la formule des centres de gravité de toutes 

les furface*. 

Exemple I. 

» 

Soit une courbe quelconque MAM> divifée en deux f»; 
également par fon axe A P i il eft clair que fon centre de 
gravité doit être fur la ligne A P : je le fuppofe en G. Ce- 
lui de fon élément M mm M eft au milieu dePp : mais 
Pp eft infiniment petit ; on peut donc fuppofer en P le cen- 
tre de gravité de cet élément. Suppofons en g le centre de 
gravité de la furface mArn, enforte que G g foitla diffé- 
rentielle , ou la fluxion de A G , & nous aurons , en faifant 
AG=zu, AP=x, PM =*y, 

Gg (du) :gP ou GP(x — u)::MmmM(2ydx):MAM(2fydx); 
d où on déduit dufydx = >xydx — uydx y ài uydx-h 
dufydx :=3 xydxy dont l'intégrale ufydx *=fxyd%j 
donne*«^G = £^(iip). 

Exemple IL 

Soit un efpace quelconque A PM compris entre Tabf- Fm 
tiffe AP, rprcjorinée PM & Tare A M. On demande les 
formules de fon centre de gravité. 

Suppofenp daboîd que cet efpace varie dune quantité 
infiniment petite MmpP \ le centre de gravité de cet 
élément fera au milieu dç P A4. Suppofez enfoitô que Tef* 
pace donné A P M ait fo& cehtre de gpavké dans un pojnfc 
quelconque G, & menez la droite G 0. Le centre cherché 
'doit être dans un des points g de cette ligne* 
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Pour déterminer ce point y divifez G de manière que 

Gg foit kgO : : MmpP: A P M ; après quoi abaiflant fut 

AP les perpendiculaires GG' y gg 9 & menant G R parallèle 

à A P , vous aurez GgigO ou GO: G'g': G'P* :: MmpP: 

APM. 

u G>g>=*du 

1 gh =*dt 

Suppofant donc< vous trouverez 

X . Pp EBsdX 

y ?* ^jy 

ee qui donne pour la proportion ci-deflus , 

Gg: GO::du:Sc—u ::ydx : fy dx> 
d'où Ton tire également u = A G' = '** ' â * . 

Celapofé, les triangles femblables Ggh> G OR donne- 
font Gh : G R::gk:OR, ou algébriquement 

du :*—•*:: dt ijy — t:: ydx:fydx : 
vous aurez donc dt .fydx=*{yydx — tyàx> àcdt ./y dx 
4- tydx=*jyydx. Or l'intégrale de cette équation eft 

Exemple II L 
Fio; Soit propofé de calculer les formules du centre de gravité 
* J# d'un arc quelconque AM = s. 

iPrenez G pour le centre cherché, & foppofez en M celui 
de l'élément Mm\ menez A/G que vous diviferez en un 
point g $ dans le rapport de Mm kAM; puis vous tirerez 
des parallèles comme dans la figure précédente > & confer- 

dénominations , vous aurez 
Gh:GR:îgh \ MR)QVidu:x~H : : dt:y—t 
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àiGg : GM.i G'g : G'P : : Mmx A M 

(j a, . u^AG'—f***' 

Don4^ : *~ w;: ^ :J Donc 

jdt : y — t::ds:s t — : 

Formules parfaitement femblabies à celles que nous avons 
déjà trouvées ( io5) pour le centre de gravité des arcs. Il 
ne ferait pas difficile de calculer , en fuivant la même mé- 
thode , les formules qui déterminent le centre de gravité 
des folides. 

Quelques applications de la Théorie des centres 

de gravite. 

La théorie des centres de gravité n'eft pas de pure (pé- 
culation , comme bien d'autres* Elle fert à expliquer beau- 
coup de phénomènes de la Nature, principalement ceux qui 
regardent la fiabilité des corps. Il ne fera donc pas inutile 
d'ajouter ici quelques éclairtiffements qui fervent de bafe à 
ces applications. 

1 44* Puifque le centre de gravité eft ce point unique où 
toute la pe&nteur d'un corps fe réunit , & le foUicite au 
mouvement , il eft clair que ce corps ne peut refter en re- 
pos , \ moins que fon centre de gravité ne foit foutenu. Mais 
comme il n eft pas poflible de le foutenir immédiatement , 
on ne doit s'attendre à voir le corps en équilibre , que dans 
le cas où fon centre de gravité fe trouve dans la verticale 
qui paffe par le point de foutien. 

Suppofant donc qu'un folide quelconque B B foit attaché "^ 



• 9 ê TRAITÉ 

en C y ou foutenu en A , on voie qu'il ne peut être fixé dans 
fon équilibre , à moins que CG &cAG ne foient dans la 
verticale , qui paffe par le centre de gravité G. Dans tout 
autre cas , le poids du corps agira , fans que rien s'oppofe à 
fon a&ion , de manière à la détruire , & il en ré fu Itéra une 
efpece de rotation. Mais lorfque le point de fufpenfion ou 
de foutien fera verticalement oppofé à la direction du centre 
de gravité , tous les efforts de ce centre feront anéantis } 6c 
l'équilibre aura lieu. 

1 4 S • Réciproquement , toutes les fois qu'un corps quel- 
conque fera en équilibre , on conclura que fon centre de 
gravité eft foutenu fuivant une ligne verticale. Ainfi , pour 
déterminer ce centre d'une manière bien fimple > on pofera 
le corps fur une des arêtes d un prifme triangulaire , par 
.exemple , de façon qu'il y refte en équilibre > & alors on 
marquera fur fa furface la ligne de fon interfeûion avec l'a- 
rête du prifme. Puis , on le pofera fur une autre face & dans 
une autre (ituation , fur la même arête , & on cherchera 
pour la féconde. fois fon équilibre, dont on marquera la 
ligne comme la précédente. Ces deux lignes fe couperont ^ 
& fi du point de leur interfe&ion , on imagine une perpen- 
diculaire menée dans la profondeur du corps , cette ligne 
paflant par fon centre de gravité , marquera la direction fui- 
vant laquelle il faut le foutenir oulefufpendre, pour avoir 
ion équilibre. 

Au défaut d'un prifme triangulaire , on peut fe fervir du! 
tord d'une table , fur lequel on place le corps de manière 

qu'il 
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qu il foit près de tomber , fans qu'il tombe cependant. On 
marque avec un crayon la ligne de contaâ , & on difpofe 
enfuite le corps dans un autre fens , quoique également près 
de fa chute, ce qui donne une féconde ligne qui coupe la 
première. Le relie s'entend aflez. 

On peut auflï fiifpendre le corps par un de fes points , & 
quand il eft bien en repos , on fuppofe une verticale menée 
<3u point de fufpenfion tout à travers du corps. On le fuf- 
pend enfuite par un autre point , on conçoit une féconde 
verticale , qui va couper la première , & le centre de gra- 
vité fe trouve toujours à leur interfeâion* 

1 4 £• Cherchons maintenant la condition de l'équilibre 
pour un corps foutenu par deux de fes points. Il faut, en 
général, que tout l'effort de fon poids foit détruit par 
la réfiftance des deux appuis. Or il ne peut être ainfï 
anéanti , que lorfque le centré de gravité fe trouve dans le 
plan vertical qui pafle par ces deux points : toute autre fi- 
tuation n'empêcheroit pas le corps de tourner autour de Taxe 
qui repofe fur ces mêmes points. Il éprouveroit même 
des oscillations fans nombre autour de cet axe. fi le frotte- 
ment des pivots & la réfiftance de l'air ne le fixoient pas 
enfin dans la fituation convenable à l'équilibre. 

1 47* Dans cette nouvelle pofition, il n'eft pas difficile 
de déterminer les charges refpe&ives des deux appuis. Sup- 
pofons en effet que G foit le centre de gravité d'un corps F^ 
dont tout le poids eft cenfé agir fuivant la perpendiculaire 
Çg. On décompofera cette puiffance en deux autres parai* 

N 
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leles A a y Bb qui paieront par les appuis A&L B : menant 
enfuite une droite quelconque a g b donc les parties feront 
connues, on fera ces deux proportions \ ab eft au poids du 
corps y comme bg eft à la charge de l'appui A y cocaïne a g 
eft à la charge de l'appui B. 

1 4 8 • S'il y avoit trois points d'appui A 9 B , C, non en 
ligne droite > le corps feroic abfolument immobile , & on 
pourroit alors fc fexvir de la méthode Clivante # pour cal* 
culer la charge de chaque appui» 

Concevez un plan A B C qui pafle par les trois points 
donnés , & qui rencontre en G la verticale G g menée par 
le centre de gravité. Cela pofé , fi on appelle G le poids du 
corps , A y B y C les charges des appuis , & fi on décompofe 
la puiflance G en deux autres qui paflent par C & par D , on 
aura d'abord DC: G: .DG.C^^G:: GCiD^^G. 
Décompofant enfuite la puiflance D en deux autres qui 
pafleront par A &lB> on aura 

AB: ™G::AD:B = 1IL2<<G::VB.A = T>BGC G. 

DC AB.DC AB .DC 

On parviendrait au même but, en imaginant deux plans 
verticaux qui laiflaflent du même côté ces appuis & le centre 
de gravité : car alors en nommant a y b y c,g les diftances des 
appuis A 9 B, Ç y & du centre de gravité G, à l'un de ces 
deux plans, nommant de même al y b\ c'y g* y leurs diftances à 
l'autre plan y on auroit ces trois équations ; 

A a -h Bb -+- Ce *= Gg 
Aa<+ Bb'+ CS=Gg! 
A ■+• B ■+• C = G 
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<Toh l'on tirerait aifément le» valeurs des charges A 9 B , C. 

1 49* Mais fi le corps eft pofé fur un pian horizontal f 
quelles font les conditions de fon équilibre ? 

1°, S'il n eft appuyé fur ce plan r que par une de fes ex- 
trémités y il faut que la verticale abaiffée du centre de gra- 
vité G y paiTe par le point de contaâ C. San» cela , vous Fie 
verrez le corps fe renverfer du côté vers lequel fera dirigée 
la verticale. Au lieu que fi vous la fuppofez dirigée au 
point C p le corps doit néceffairement relier en repos , puis- 
que le mouvement qui tend à l'entraîner fuivant la verticale , 
eft détruit par le pian , & que cTailleors il tij & pas la moin* 
dre paifoa , poua qpil fe renverfc d'un côté plutôt que d'un 
autre. 

B eft vrai que le plus petit ébranlement excité dans le 
fha y ou que le fbufflle le plus léger peur troubles cet éqrô» 
libre , fur-tout fi le corps a une certaine kaateur , & s'il eft 
appuyé fur une pointe fort aiguë : mais* c'eft qo alors une 
puiflance étrangère venant fe joindre à çeûe de la gravité, 
le eorpa eft entraîné par h nouvelle réfutante*, ce doue il 
u'eft paa queftion ici. Conclu on* donc que pour étabiib un 
corps en équttibrefiur une de fi» pointes, il feus que Le- centre 
de gravité fie cette pointe foien t dans une: même, verticale» 

11°, S'iL s'agit d'obtenir cet équilibre; dans te cas où. le 
corps nepofe par une de f«s fores fur ua pian quelconque,. H 
feutque; la verticale: GC abaiflfée do centre de ytmité paffc Fl £ 
pur ua des points de labafe, fans quoi le corps culbuterai dn 

côté de cette verticale* 

N ij 
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C'eft ainfi que les murailles fe foutiennent perpendiculai- 
rement à l'horizon , lors même que les pierres ne font point 
liées entr'elles par du mortier ou par du plâtre , toutes les 
fois qu'elles font bien à-plomb. Jamais elles ne peuvent 
être renverfées , tant que la verticale qui paffe par leur cen- 
tre de gravité , eft appuyée fur les fondements. Donc la fia- 
bilité d'un mur dépend beaucoup de l'épaifieur de fes fon- 
dations. 

Et cette fiabilité fera toujours d'autant plus forte , que le 
mur fera moins élevé , toutes chofes d'ailleurs égales : car 
s'il eft d'une hauteur confidérable , la plus petite inclinaifon 
fera tomber aifément hors delà baie , la perpendiculaire qui 
patte par le centre de gravité, La chute du mur fera donc 
inévitable , fi à force de ciment, ou de crampons de fer, 
ou d'étais , on n'oppofe pas une réfifiance proportionnée 
aux efforts de la réfultante» 

Suppofons en effet que G C foit la verticale menée par le 
centre de gravité y & décompofons fon effort en deux 
autres, l'un G F tout le long du mur, l'autre GE perpendi-r 
culaire à ce même mur. Le premier fera détruit par la ré- 
fifiance des fondements : le fécond ne peut l'être que par la 
forte liaifon de la maçonnerie : car alors cette muraille fait 
les fondions d'un levier d'autant plus favorable à l'effort GE> 
qu'elle eft plus inclinée. Il faudra donc en A une réfifiance 
d'autant plus forte , qu'un bâtiment fera moins à-plomb ; ce 
qui rend palpable l'utilité des fondations profondes & bien 
aflifes. 
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I 5°* Quant aux corps qui font appuyés par plusieurs 
faces fur un plan horizontal , ils doivent refter en équilibre, 
foit que la verticale menée du centre de gravité tombe fur 
Tune ou l'autre de ces faces , foit qu'elle tombe entr'elles , 
de manière à ne pas les laifler toutes du même côté. Si Tune 
de ces deux conditions n'a pas lieu , on ne pourra point dé- 
compofer la réfultante en autant de puiiïances parallèles qu'il 
y aura de points de contaft ; elle ne fera donc pas détruite 
totalement , & par conféquent ces fortes de corps fe renver- 
feront fur le plan qui les foutient. 

Soit, par exemple , le corps M appuyé en A & en B. Pour F r o. 
qu'il refte en équilibre , il faut que la verticale menée par 
ion centre de gravité paffe par un des points de la ligne A B. 
S'il étoit appuyé en A, en fi & en C, alors fon équilibre 
exigerait que la verticale tombât au-dedans du triangle 
A BC : àcfiA , B , & C étoient des furfaces quelconques 
qui ferviffent d'appui au corps N, il faudrait pour la même Fl ** 
raifon que la verticale tombât au-dedans de la figure trian- 
gulaire formée par les tangentes des trois bafes* 

l5l* Concevez maintenant une mafle de la forme AGB, Fio; 
qui fuivant les conditions que l'on vient d'expofer , foit en * 
équilibre fur fes deux bafes A &c B , ôcfuppofez que fon 
centre de gravité foit en G : fon poids agira fuivant la- verti- 
cale G C, & s'efforçant d'écarter à droite & à gauche les 
parties qui s'oppofent à la defcente du point G , il employé» * 
toute fon énergie , à en précipiter la chute. Donc fi le corpa 
/aft flexible jufqu a un certain point > l'effort de fon 
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de gravité le fera fléchir , jufqu a ce que la. réfîftance des 
parties latérales s'oppofe à de nouveaux degrés d'inflexion p 
fie alors tout fe paflera , comme fi le corps étoit devenu par- 
faitement roide. 

Nous en voyons dans la Nature des exemples fréquenta ; 
car tous les. corps ont quelque degré de flexibilité plus ou 
moins grand. Les cordes fur-tant y font fort fijjettes ; fie 
c'eft ce qui empêche qu'on puiffe jamais les tendre exaÛe-» 
ment en ligne droite , dans toute autre dkeâion que cette: 
de la verticale. On a beau employer une très-grande force > 
elles con&rvent toujours une certaine inflexion, qui fe fiait 
principalement remarquer dans leur milieu. Les poutres mê- 
mes , pour peu quelles foient longues 6c. chargées, fe cour- 
bent fie s'affaiilent d'une manière fenGble, lorfiqu elles ne font 
appuyées que par leurs extrémités. Delà vient qu'on, eft fou<~ 
vent obligé de ks étayer par le milieu, afin de prévenir leuc 

rupture* 

Remarque. 

La fiabilité d'un corps fut un plan horizontal dépend % 
comme nous l'avons, dit , de k poûtion de fa réfultantae par 
rapport, au plan qui te (Soutient. Donc plus- cette réfukante 
approche du centre de gravité, des furfaces par lesquelles le* 
corps eft appuyé,, plus, le corps eft fiable ; fie plus elle* 
s'écarte de ce centre en s'approchant des bords , plus* 1* 
chute du corps eft prochaine; 

C'eft ce que nous éprouvons tous les jours de mille ma-* 
nterea différentes* Lorfque noua femmes* debout fie bien- 
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droits , la verticale menée par notre centre de gravité parte 
xxaûement entre nos pieds (cette verticale s appelle la ligne 
4e àireùwn. ) Quand nous marchons , prefque tous nos mou- 
vements ont pour but de maintenir cette ligne dans la même 
pofttion ; ôc lorfque nous ne fommes appuyés que fur la pointe 
à un pied , il faut que la résultante aboutifle à ce point d'ap- 
pui. En général nous ne pouvons jamais tomber , que lorfque 
notre ligne de direQion laifle nos appuis du même côté. 

Quand il s'agit de porter d'une main un poids confidérable* 
un fceau d'eau , par exemple , notre centre de gravité change 
de place > la ligne de direâion en changé auffi , & nous nous 
fentons entraînés vers le côté du poids que nous portons. 
Notre marche alors devient moins libre , ôc fi le poids eft 
trop lourd , nous courons rifque de tomber. Si nous préve- 
nons la plupart de *ces chutes , c'eft que par un rnéchanifme 
d'autant plus admirable qu'il eft plus naturel > plus prompt 5 
& moins pénible , nous rappelions bien vite notre centre de 
gravité vers le fens contraire , en étendant Amplement l'autre 
bras. Lorfque nous voulons marcher , en portant à droite & 
à gauche des poids égaux , cela nous devient plus facile , parce 
que des charges égales ajoutées de part & d'autre ne changent 
point la ligne de dire&ion , ôc que le centre de gravité ne 
fatigue pas inégalement les parties de notre corps» 

Four gravir au haut d'une montagne efcarpée , nou* 
nous jettons plus ou moins en avant fur la pointe des pieds f 
pour contre - balancer l'effort de notre poids qui tend à 
vous entraîner en arrière : 6c par une raifon contraire > nous 






io4 TRAITÉ 

nous appuyons fur les talons , quand il faut defcendre d'une 
montagne, ou d'une échelle un peu roide. En général , nos 
mouvements particuliers & fur-tout le frottement contri- 
buent beaucoup à modifier les effets de notre poids , & à 
conferver une fiabilité confiante au milieu de tout ce qui 
tend à la détruire. Mais l'expérience & l'habitude en enfei- 
gnent plus à cet égard , que tous les livres de Méchanique 
enfemble. Voyez avec quelle adrefle les Danfeurs de corde , 
les Couvreurs & les Moufles gardent leur équilibre , dans des 
polirions où les plus habiles Méchaniciens feroient fou- 
vent bien embarraflés. 

Du mouvement uniforme des centres de gravité. 

1 $ 2. Soit un fyftême de corps parfaitement libres > qui 
n'étant pas liés entr'eux puiflent obéir aux impulfions qu'on 
leur donnera féparément. On demande quel fera le mouve- 
ment du centre de gravité de tout le fyftême } fi chacune de 
fes parties fe meut avec une vîtefle particulière* 

Ici on voit que ce centre doit changer de fituation & fe 
mouvoir à mefure que l'état du fyftême varie. Ce n'eft plus 
ce point fixe & immuable qui réunit en quelque forte toutes 
les forces d'un même corps ou d'un même fyftême dont les 
parties font liées entr'elles. C'eft un point mobile dont la 
dire£tion & la vîtefle dépendent de celles que chaque partie 
du fyftême eft fuppofée avoir. 

Or nous favons que toutes les fois que les parties d'un 
fyftême font animées de mouvements égaux & parallèles dans 

le 
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le même fens ., la réfultante générale pafle par le centre de 
gravité ( $5 ) , & l'oblige par conféquent de fe mouvoir avec 
une vîtefle égale & parallèle à celle du fyftême. Donc lorfque 
plufieurs forces égales & parallèles agiflent enfemble & dans 
la même direéiion , fur les diverfes parties du même fyftême, 
le centre de gravité doit fuivre leur dire&ion , & avancer en 
ligne droite avec toute la vîtefle commune. 

Pareillement , fi le centre de gravité d'un corps ou d'un 
fyftême quelconque dont les parties font folidement liées 
entr'elles , fe meut par l'aâion de quelque puiflance , fon 
mouvement doit fe diftribuer également dans tout le fyf- 
tême ; & chaque partie doit fe mouvoir avec une vîtefle 
égale & parallèle à la fienne. 

I 5 3 • Donc , en général , fi une force quelconque agit fur 
un corps fuivant une direâion qui pafle par fon centre de 
gravité , toutes les parties de ce corps marcheront enfemble 
dans des direâions parallèles à celle- du centre. Pour con- 
noître leur vîtefle , on divifera par la mafle du corps , la 
quantité de mouvement que la puiflance aura imprimée. 

Ainfi, pourvu que les direâions de plufieurs puiflances 
concourent toutes au centre de gravité , ou du moins pourvu 
que leur réfultante pafle par ce centre , le mouvement du 
corps fera parallèle à la dire&ion de la réfultante , & la 
vîtefle de chaque partie fera égale à la réfultante divifée par 
la mafle du mobile. Bien entendu qu'alors on fuppofe les 
parties du fyftême folidement unies entr'elles. 

I $ 4« D'après cela , cherchons les propriétés que doit 

O 
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p ro; avoir le mouvement du centre de gravité G d'un nombre 
* 3# quelconque de corps A f B , C, &c, mus uniformément fui- 
vant des lignes parallèles aA > bB > cC > avec des vîteffes ref-r 
pedives F y V\ V 11 . 

i°, Ce centre doit fuivre une ligne droite GG\ parallèle 
aux dire&ions des corps* Car puifque dan6 l'origine du mou* 
vement y la fomme des moments eft zéro , fi on les prend 
par rapport à tout plan qui pafle par G G', il faut qu'elle foir 
zéro encore dans la fuite , puisque la diftance de ces corps 
au plan que Ton a choift , eft constamment la même dans l'hy- 
pothefe préfente. Donc le centre de gravité fe trouve à 
chaque inftant fur tous les plans qui paffent par G G' ; il ne 
s'écarte donc pas de Leur interfe&ion commune > qui eft cette 
même ligne G G'. 

z° $ Son mouvement doit être uniforme. Car en fuppofant 
que abgc foit le profil d'un plan perpendiculaire aux direct 
tions des mobiles , on a au commencement du mouvement 

(A-*~B-hC)Gg***A *Aa+*B\Bb + C.Cc, 
& après un temps quelconque t 9 cts corps ayant parcouru 
les efpaces Vt 9 y't f V n t , enforte qu'ils fe trouvent er* 
À 1 y B'^C'y leur centre de gravité fera en G' ; donc en rapport 
tant les moments au même plan vertical abgc y on aura 
(A + B + C)G'g*=A.A'a-¥>B»B'b + C.C'c 

le fi on fouftrait de cette équation celle qui précède > il 
viendra 
(A + B + ^GG'-bA.AA'+B.BB'+C.CC*** 

A»Vt + B+V r t^C.V n t^{Ar+BVJ + CVJ*\t 
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Donc Tefpace G G' parcouru par le centre de gravité eft 
proportionnel au temps ; donc le mouvement de ce centre 
eft uniforme. 

3°, La fomme des quantités de mouvement de tous ces 
corps eft égale à la feule quantité de mouvement de leur cen- 
tre de gravité. Car fi on appelle v la vîtefTe de ce centre , on 

aura 

(A-hB + C)v*=*AV+Rf"+Cr» m 



Or/^-HB-4-C exprime la mafle du centre de gravité \ 
donc le premier membre de l'équation exprime fa quantité de 
mouvement. Le fécond membre eft évidemment la fomme 
des quantités de mouvement des trois mobiles. H y a donc 
égalité parfaite. 

Au refte , il ne faut pas oublier, lorfque quelqu'un de ces 
Corps fe meut en fens contraire aux autres , de retrancher 
fa quantité de mouvement de la fomme des autres, pour 
avoir celle du centre commun de gravité. 

Il fuit delà que fi les différentes parties d'un fyftême ont 
des vîreffes égales, parallèles fie dans le même fens , la vkeffe 
du centre de gravité doit toujours être égale à celle de cha- 
que partie , ainfi que nous l'avons déjà dit. 

I 5 5 • Il fuit encore , que les parties d un fyftême quel- 
conque de corps étant mifes en mouvement par des forces 
parallèles , le centre de gravité doit fe mouvoir avec la vîteffe 
qu'il auroit acquife par Tadion fimultanée de toutes ces 
puiflances , fi elles lui euffent été appliquées immédiatement; 
car alors fa quantité de mouvement fera égaie à la fomme 
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de toutes les quantités de mouvement des différents mobiles; 

Et delà fuit enfin que le centre de gravité d'un fyftême 
doit être immobile , toutes les fois que la fomme des quan- 
tités de mouvement des corps qui vont dans un fens eft 
égale à la fomme des quantités de mouvement de ceux qui 
vont en fens contraire, 

I$6. Mais qu'arrivera-t-îl , fi toutes les parties du fy£ 
tême font mifes en mouvement par des puiflances quelcon- 
ques qui les obligent de fe mouvoir dans des dire&ions quel- 
conques ? 

On a vu que toute puiflance pouvoit être décompofée ea 
trois autres parallèles à trois lignes données de pofitioa, 
J'appelle ces lignes X> Y, Z. On peut donc fubftituer au 
mouvement de chaque partie d'un fyftême , trois autres mou- 
vements parallèles à ces lignes ; & puifqu'en vertu des mou* 
vements parallèles à X , le centre de gravité doit fe mou- 
voir , comme fi toutes les puiflances parallèles à X lui étoiene 
immédiatement appliquées > ( il en eft de même par rapport 
aux puiflances parallèles à F & à Z ) > il eft clair que le centre 
de gravité fe mouvra réellement y comme fi toutes ces for-: 
ces parallèles à X> Y, Z y agiflbient immédiatement fur lui * 
c'eft-à-dire , comme s'il étoit follicité lui feul à fe mouvoir* 
par la réfultante générale de toutes les puiflances appliquéça 
aux différentes parties du fyftême. 

Donc fi la réfultante de toutes ces forces eft zéro, le cen-* 
tre de gravité refte immobile. 

Nous fuppofons ici que les parties du fyftême ne font 
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point liées entr'elles. Si elles l'étoient , il n'en feroit pas 
moins vrai que le centre de gravité auroit le même mouve- 
ment , que fi toutes les puiffances agiffoient immédiatet 
ment fur lui. On le verra dans la Dynamique. 

Des Centres de gravité & des Axes d! équilibre , lorfque 
la pejanteur varie , & que tomes /es direSions 
concourent au même point. 

£ 1 5*7. Si l'a&ion delà pefanteur étoit par- tout la même, 
&rfi les lignes de dire&ion ne concouroient pas au même 
point, il n'y auroit rien à ajouter aux principes déjà pofés , 
pour déterminer le centre de gravité. Mais les dire&ions de 
la pefanteur concourent toutes au centre de la Terre , fie fa 
force diminue en raifon inverfe du quarré des diftances à ce 
même centre , comme les obfervations 6c le calcul le prou- 
vent de concert. Il y a donc quelque chofe à ajouter à la 
théorie précédente , pour la rendre complette» 

Ses réfultats cependant ne produiront jamais d'erreur fen* 
fible , tant qu'on ne l'appliquera qu'à des ufages femblables à 
ceux dont nous avons donné le détail. On voit bien en effet 
que dans un même corps 6c dans un même fyftême de corps * 
tels que nous les avons confidérés, toutes les parties gravi- 
tent fuivant des lignes parallèles , avec une énergie qu'on 
peut fuppofer égale x fans erreur fenfible. Il faut donc s'en 
tenir à cette théorie , pour déterminer en pareils cas le cen- 
tre de gravité. 

Mais afin de l'étendre à la fuppofition qui a lieu dans la 
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Nature , cherchons les centres de gravité , ou plutôt Us Âxtt 
d'équilibre, lorfque les direâions de la pefanteur concourent 
au même point. 
Fig. 158- Soit C le point de leur concours; foient M y M!, M'J 
autant de points matériels que Ton voudra > fi tu es dans le 
même plan que le centre C; & fuppofons que la pefanteur 
leur imprime , dans un inftant , des quantités de mouvement 
dirigées vers le centre, & repréfentées par Mm y Mfm\ Mf'ni*. 
Leur réfokante R Cfera néceflairement dirigée fur le point C, 
6c fa direction fera connue , auffi-tôt qu'on aura évalué l'an- 
gle /fCR, qu'elle forme avec unedroke quelconque C A 
donnée de pofition. 

Or il eft évident qu'un point quelconque de cette réfuL- 
tante étant foutenu , tout le fyftême le fera > fit que fon équi- 
libre ne fouffrira aucune altération > foit que tout refte dans 
k frtuation préfente , foit que tout le fyftême tourne autour 
de la ligne CR. C'eft cette ligne que noua appelions Y axe 

Comme dans les différentes fituations d'un corps > Taxe 
d'équilibre ne pafle pas toujours pa* un même point de ce 
corps y en peut dire en quelque forte qu'il n'y a pas alors 
de centre de gravité. On eft réduit dans ces cas-là à cher- 
cher Taxe d'équilibre fît le poids du corps , qui à mefiire que 
là dktance au centre varie , varient auffi. 

• * 

* 1 $$-. Suppofbns donc que la pefanteur agifle en raifoir 
dire&e de la diftance , de manière que fi g eft la vîtefle 
qu elle communique aux corps éloignés d'uqe quantité a du 
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centre C y la viteffe qu'elle communiqueroit à la diïhnce x 
foit — . Alors celle que recevra le point Af fera ^ CM } & la 
quantité de mouvement qui en réfuitera pour ce point , fera 
LCM . M ; on aura donc Mm = £ CM . M; on trouvera 
pareillement M'm'^^CM 1 . M',&M''m»= LCM". M". 

Soient maintenant deux droites quelconque* Cj4,CB 
perpendiculaires entr elles , & foit décompofée chaque force 
M m en deux autres Mp y Mq parallèles à ces droites : la 
réfultante de toutes les forces parallèles à C A fera = Mq 
-H A/y-+- M"q" ( 6$ ) & la réfultante de* forces paral- 
lèles à CE fe trouvera =* M f ■+- Af '//•+• M**f ; donc puis- 
qu'on fait déjà que la réfiikante générale R Ç doit pafler pat 
le point C y on n'a qu à prendre CR!= Mq -4- A/y -h Af »f 9 
6c CR" = M/> -+- My -*- M"]/*, afin de pouvoir complet- 
ter le re&atïgle R'R"> qui déterminera la valeur & la direc- 
tion de la résultante cherchée. On connoîtra donc Taxe d'é* 
quilibre fie le poids du fyftême» 

Cela pofé , les triangles femblables donneront CM : Mm f 
ou CM i^-CM .M y QM bien encore a tg Mi : MP :Mp ==* 

gM .MP ~ n ght .CP 

Donc.*.CR'*-±i:MrCP + M r .CF+M' r .CP»li 
K.+...CR!'x=LiM.MP+M'.M'P'+M H .M , n 

formule qui fera toujours connoître Taxe d'équilibre dans la 
fcippoûtion pxâèote. Soit G le centre de gravité tlan» 
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le cas des direâions parallèles , on aura ( p7 ) 



( M •+- M -*• M") GC = M . M P -+- M' . M'P'-h M" . M" P" 
( M -H M'Jf M") C&^M. M<2 -+• M'. M'Qf -+- M".M«Q? 



G G' J? .fi' 

Donc -jrjp* = çp- 9 & par conféquent le point G fe trouve 
fur la droite CR : ainfi Taxe d'équilibre CR pafle parle 
centré commun de gravité ; il y palferoit de même dans toute 
autre fituation du fyftême. Donc quoique dans l'hypothefe 
préfente , la pefanteur foit dirigée vers un point fixe , & que 
fa force foit fuppofée croître proportionnellement aux dis- 
tances de ce point , il n'en eft pas moins vrai que tous les 
axes d'équilibre pafleroient par le centre de gravité , comme 
H la force de la pefanteur eût été confiante , & qu elle eût 
produit fon effet fuivant des dire&ions parallèles. 

Il n y aura que le poids feul du fyftême qui variera dans fes 
diverfes fituations. Et fi nous n'avons démontré cette pro- 
priété remarquable , que pour le cas où tout le fyftême eft 
dans le même plan que le centre des forces , c eft qu'avec les 
principes que nous venons d'expofer , on peut facilement 
étendre la démonftration à l'autre cas. 

1 60. Si on excepte cette première fuppofition des ac- 
croifTements de la pefanteur proportionnels aux diftances du 
centre des forces , lé centre de gravité n'eft plus un point 
fixe. Il varie à chaque pofition différente du fyftême dont 
on eft alors obligé de chercher Taxe d'équilibre & le poids 
pour chaque fituation particulière qu'on lui donné/ Mais 
pour borner ces recherches à l'hypothefe qui paroît avoir 
généralement lieu dans la Nature , nous fuppofbrons ici que 

1* 



TangACR^ MC * "" ^° 



M.CP . Jtf.CP' . JW",CJ>" 



MC* ' M'a ' Af'C* . , 

On déterminera la valeur R C de la réfultante, ou l'effort 
néceflaire à chaque inftant pour foutenir le fyftême par fon 
axe d'équUibrfe , en employant l'expreffton qui fuit 
n r -efii/'[ (* mCP M - c *' *"'<*V ( m.m? vt.viv Mt.'ërr* % 

On connoîtxa donc le poids du fyftême* Mais nous ûippofons 
encore que tous les points peiànts font daqçvun même plan 
avec le centre des forces. 



*4. 
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la pefanteur agit en raifon inverfe du quarré de la diftance 
au centre des forces. 

1 6 1 . Soit donc g la vîteffe que la force centrale peut Fig« 
imprimer dans un inftant à telle partie que Ton voudra du 
fyftême , fokf la diftance de cette partie au centre C; on 
aura —pour Vexpreffion de la vîteffe que la pefanteur im- 
primeroit à toute autre partie éloignée d'une quantité x ; car 

JL- _I_ .. n* IL . 

Cela pofé, on aura Mm -*£êr 9 M ni *-«^i 

Af "/»" = '*},*' ; & par conféquent 

Donc la tangente de l'angle que fait Taxe d'équilibre R C 
avec la ligne CA>k trouvera par l'équation fuivante ; 

M . M P Af\ AfP' . M" • M"P". 
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Exemple. 

Fig - 162. La ligne droite AB étant donnée, on demande 
* /• 

quel eft fon axe d'équilibre i 

Soit C le centre des forces , foit la ligne E D menée par ce 

centre parallèlement à A B , & foit enfin abaiiïëe d'un point 

quelconque M une perpendiculaire M P fur la droite E D. 

On prendra d'abord un élément infiniment petit Mm > & 

on aura , comme on vient de le voir 3 CR' = gff*f — ' a " - 

&RR! =g ff. f MP M " m : faifant enfuite CP = x> PM^h $ 
MC=>z y l'angle MCP = * , on aura 



Or z =s 7—- , * = hcot ?, & dx =s ~ a * ; donc ~* * =* 
j!J?Lï m L'intégrale eft -£- {fm*-+* C), 6c en la prenant de- 
puis B j ufqu'en y* , elle devient — {finACD — jî» BCD). 
Pareillement p =-£- i f/ï» *,dont l'intégrale -£- (C — cofp) 

étant prife depuis Bjufqu'en Atb\{cofBCD — cofACD)i 
donc 

CK> = g -f(fmAÇD—ftnBCD)i 

RR'=i£{cofBCP —cofACD\ 

Mais pour abréger , nommons y£ , B, C, les angles CAB y 
ABC,ACB, ce qui donnera CW ^^{finA —fmB) % 
& RR' = g £ {cofA -*- ro/5 ) ; d'où nous conclurons 



h f 

ô fin A —fi% 



COt 



finB 2. 

Donc l'angle GCK^K-^^-i?)^ ^"^' } «C 



DE MÉCHÀNIQUE. ny 

retranchant l'angle BCD*=B, il reftera l'angle GCB=* 

i8o° - A — B C 

I 63* H &** delà Q ue l' axe d'équilibre C G d'une ligne 
droite quelconque A B divife en deux parties égales l'angle 
ACB formé par les deux rayons menés du centre des for- 
ces aux extrémités de cette ligne ; propriété remarquable 
pour fa (implicite. 

On voit donc que dans Phypothefe préfente , le centre de 
gravité G d'une droite A B n'eft ni au milieu , ni à tout au-? 
tre point fixe de cette ligne. Il change de pofition à mefure 
qu'elle en change elle-même, par rapport au centre des 
forces. Le feul cas qui fafle exception , eft celui où la li- 
gne tourne autour de fan axe d'équilibre ; car alors il eft 
bien évident que fon centre de gravité ne varie point. 

Le réfultat que nous venons d'obtenir , prouve d'une ma- 
nière feniible que toutes les droites A B, ab comprifes dans Fio. 
l'angle A CB > ont le même axe d'équilibre CGg, & que 
celui d'un trapèze ABba dont deux côtés concourent au 
centre, eftaufli une droite CG g qui divife l'angle A CB 
en deux parties égales. 

% Cherchons maintenant le poids d'une ligne quelconque AB F.o. 
ou 'la réfultante CR. On reprendra les valeurs dé CK" y 
RR", qui donneront CR = ^l/WA -h cofBf -*- (fin A—finBf 

— eI V2+2C0J(A + B) =>*ly2 — 2C0fC= *J[. 2fw{Ci 



h eft la perpendiculaire C F menée du centre C fur la 

droite AB, 

Or gff étant un fadeur commun qui entre dans l'ex- 

P i j 
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preflîon de tous les poids , nous pouvons l'écarter du calcul f 
en le fuppofant égal à l'unité. Le poids d'une ligne quel- 
conque A B fera donc ■ I F — • 

Fio. 1 64- Et delà nous conclurons que toutes les tangentes 
AGB ,agb d'un ztcDGE compris entre les rayons menés 
du centre des forces , ont le même axe d'équilibre & font 
également pefantes , quoique d'inégales longueurs. Nous 
pourrions conclure aufH que le poids d'une ligne infiniment 
étendue > ne feroit pas infini dans l'hypothefe préfente , ce 
qui eft aifé à concevoir. 

Fie. l65« D'après ce qui a été dit , il n'eft pas fort difficile 
de déterminer l'axe d'équilibre du contour d'un polygone 
quelconque. Suppofons en effet qu'il s'agiffe d'un quadrila- 
tère ABCD fitué dans le plan du centre des forces S. On 
mènera à tous fes angles , des rayons AS y BS y CS,D S* 
puis on divifera en deux parties égales les angles A SB t 
BSC, CSD par autant d'axes d'équilibre Sa y Sb y Se. 

Cela pofé , tout le poids de la ligne CD qui a pour ex- 
preffion ^ ' ■ agit en c fuivant cS: & fi on le décompofe 
en deux autres , l'un fuivant CC ou perpendiculairement à 
une ligne donnée Se' , l'autre parallèlement à cette même 
ligne y celui-ci aura pour valeur — — ^ ■ ■ - » Faifant donc 
la même décompofition pour tous les autres poids, on aura 
généralement 

c/rv xfinDSc cofcSc f . iJmCSb cifbSb' , tfmDS d cofiSl 

SK ^ SK': SX! 9 

zfinASa cofaSef 



tfp< 
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***r>i ifinDSc JincSc' tfinCSb finbSV ifin A S a JinaS a' 

GG>=* u 1 5^7 1 SK „ H- 

xfinVSd findS 3 # 
SK 1 " * 

è'oh on déduira l'expreflion de la tangente de Pangle G S G' 
qui donnera la direâion de Taxe d'équilibre S G. On aura 
auffi la valeur dtSG qui repréfente le poids de tout lefyftême. 

Si toutes les lignes n'étoient pas dans le même plan que le 
centre des forces , on trouveroit leur axe d'équilibre , en 
fuivant les principes que nous venons d'expofer. PafTons à la 
recherche de Taxe d'équilibre d'un arc quelconque de courbe. 

1 66. Soit l'arc A MB fitué dans le plan du centre C Fio; 
On confidérera un de fes éléments M m , & on trouvera que 
fa maffe ds pefe vers le centre C, dans la dire&ion CM 
avec une force exprimée par j^. Soit à préfent CP = x f 
& l'angle M CP = ?. Si on décompofe l'effort fuivant MC 
en deux autres * l'un parallèle à CP 9 l'autre parallèle à MP f 

celui-ci aura pour expreffion çj^fin 9 ou , *fi n * C0 J ♦ ^ l'autre 

icra exprimé par ^ tof* ou isc f\ Donc CR étant Taxe 
d'équilibre ôc le poids de Tare donné A M B , on aura 
CR>^fiLï£± RR f _/iffe!f££ 

J XX J XX 

Exemple. 

l67* L'arc A MB appartient à un cercle décrit dir 
tentre C & du rayon a ; on demande quelle eft la direct 
tion de fou axe d'équilibre , 6c quoi eft fon poids» 
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Ici on a x = a cofp y d$=* — adp; donc 

D D/ ê dffinQ cofQ -¥• C cof BCb — cor JC* 

KK = / = — - — — 

J a a 4 

r ~l r —d<pccf<p C—finf JinACa—finBCb 

*r» nrn/ cofBC b — cofACa «, BCb + AC* 

Tang RCR'= 7^—- 7— iTFi = *ang , 

ô fin AL a— fin BCb ô i 

D'où il eft aiféde conclure que Taxe d'équilibre CR divife 
en deux parties égales Tare AMB> comme cela doit être* 
Quant au poids de cet arc, fon expreflion eft 

— V^ofacb—coJACay -t- {fin ACa—JmBCb) r ^ JL j/"* - zcofACB^i 

%fm{ACB 

fi 

Ce poids eft donc le même que celui d'une tangente quel*» 
conque ; il eft donc égal à la corde de Tare divifée par le 
qtt$orré du rayon. 
Fig. I 6 8 • Propofons-nous maintenant de trouver Taxe d'é- 
quilibre d'un trapèze quelconque A ab B y formé par un 
arc de courbe A MB, deux ordonnées Aa,Bb & une abf- 
ciffe a b dont la direâion pafle par le centre des forces C. 

On voit d'abord que toutes ces lignes réunies forment ui* 

' fyftême dont le plan pafle par le point C. Soit donc MPp n* 

l'élément de cette figure , foit l'angle MCP = ?, CP =#* 

CM=^jr-j PM = xtangp. L'axe d'équilibre du petit 

trapèze M Ppm fera le même que celui de l'ordonnée M P 3 
c'eft-à-dire, une droite CG qui partage également l'angle 

M C P. Son poids aura pour expreflion , % ' m *** y puifque 

celui de M P eft exprimé par xlLr. Or ce poids eft cenfé 

agir en G fuivant CG ; on le décompofera donc en deux 
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autres Vun fuivant G P > l'autre fuivant CP m Le premier aura 
pour valeur ^— j 2 — , le fécond , / y — = J — - ; 

ce qui donnera les formules fuivantes. 

CR> =f£ï±L . . . RR >=fîÉLÈl± =f à JL ( x - C0 f,) 



fil (!-«/♦) 

TangRCR'=*> * 



1 69* Suppofons enfin qu'il s'agiffe de trouver Taxe d'é- p 1#i 
quilibre d'une furface dont le plan ne pafle point par le cen- 7U 
tre des forces. On mènera de ce centre C une perpendicu- 
laire CA au plan de la furface propofée , & on fera pafler 
par le point A la ligne des abfcifles A P. 

Soit P M une ordonnée de la ligne qui termine cette fur- 
face ; fon axe d'équilibre fera une droite CG divifant en deux 
parties égales l'angle MCP , & fon poids aura pour expref- 
fion **" 7MCf ; donc celui de l'élément MmpP fera ex- 

pnmé par -± — ^ . 

Ce poids eft cenfé agir en G fuivant G C ; on peut donc le 
décompofer en deux autres , l'un parallèlement à AC,&c 
qui aura pour valeur * CF * P * • ^ > l'autre fuivant G A 

& qui fera exprimé par **" T ' * • ^. Celui - ci à fon 
tour peut être décompofé en dfeux autres , dont l'un agiroit 
parallèlement à PA, avec une force == **** M ^ p P ' f • £|; 
l'autre parallèlement a 6P, avec une force exprimée pac 

*Jm}MCP . Vf vè* 
CP * CG # 

Maintenant faifons CA^=^b > AP^x , PM^y, Ôc 



.*" 
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nous aurons CPs=* \fb b -4- xx , C M « V (bb-h xx -hyy) 9 

CP ri zfiniMCP 

C G = ^êP , & par confluent ^-^ _ 

>MmcpcoAmcp _ jfcMcr _ , enfin CM 

Tçpi CP* (&&4-jrx)CÀf 

CP:: iWC? : GF, ou CM-h CP :CP::PM:GP =s 

*JLiïL=SL<cM~CP). 

CAf-*-CP PM V 

Donc fi CR eft Taxe d'équilibre & le poids du trapèze 
MPQN > & fi du point /ton mené R-R' perpendiculaire 
fur le plan PAC, ainfi que R!R" perpendiculaire fur C A } 

on aura les valeurs fuivantes 

„ vtf r hyà* /?'/?"= f * yd * . 

CK «=/ (bb+xx)v (bb+xx+yy) "• ^ J {bb+xx)ï{bb + xx+yy) 
KK'^/L yryyZÇTï V(bb+xx+yyïl 

qui détermineront l'axe d'équilibre , & le poids du trapèze 
MPQN. On peut remarquer ici que C R coupant le tra- 
pèze au point T> ce point eft en quelque forte fon centre de 
gravité : donc fi on décompofe en trapèzes toutes fortes de 
figures planes , on trouvera par ces formules leurs centres 

de gravité. 

Exemple. 

Soit un quart de cercle A B D dont le centre eft en A 9 

fit dont le rayon =s a. On aura yy = aa — xx, fie pat 



conféquent 



CiV J (bb + *x) /(«<!•+.**) 

j?/p//_- r ****<:'*-**) 

^•^ — J (bb + xx) v '(.aa + bb) 

Pour; 
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Pour avoir la première intégrale, on pofera , a *_ x y : == «r, 

ce qui donnera CK«i-/p- --i— . ~^- + tf"?"*^ 1 
X = — ,/ -^ ll \ drc long u -\-Arc tant , — ; =g— .— _< 

^ rcfan S7W^7) "** ^ r ' '"* */(„-„) • II ne faut 
point ici ajouter de confiante , parce que l'intégrale doit s*é~ 
vanouir , lorfqu on fuppofe x = o. Ainfi pour avoir fa valeur 
dans toute F étendue du quart du cercle , on prendra x =» a ; 
& li on appelle rie nombre 3*141; Ôcc, on aura 

rn» v{a* + bb)—b 

Tour intégrer la féconde formule, on fera j/^a— xx) «= 
% j/*( aa-\rbb), ce qui la changera en celle-ci , 

^ I — ZZ * I -f- « ^(44-4-66) 

V(4^)-^(«- i rO ^ p renant d()nc;ea=5a J 

* 1/(444- **) -f- ^(44 — x*) ' r MAIP 

y = o, 6c retranchant le dernier réfultat du premier ; on 
trouvera 

R'R»=; , ~* + j i + ViMM + m _ 

Enfin l'intégrale de la troifieme formule eft 

JIR'= / _ — L— 3 — ' , qui en pofant 

* V^aa + bb) 

x=za, donne 

or/ j a + Viaa +bb) a 

**—' 'y y(ka-t-bb) 9 

Et puifque /?R'= R'R", le centre de gravité T eft fur le 
rayon A T qui divife le quart de cercle en deux parties égales. 

Q 
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Enforte que fi a*mb, on aura 
^T=*i . îi^LÏ [ 2 /( i -+- ^"2 ) — y» 3 ^ o,y$ytf 77 « 
Or nous favons ( 132 ) que le centre de gravité ordinaire ^ 
dans un quart de cercle eft à la diftancc f . — a = o, tf 002 1 o a 9 
du point /4 : ces deux réfultats ne différent donc à peu près 
que de -p- du rayon ; & leur différence vient de ce que dans 
la iuppofition que nous avons faite en dernier lieu , les par- 
ties qui font plus près du centre ; pefent davantage. 

Soit b = *?a, alors AT '« *. ^' I '* > EV / H I 3"* 
0,5 $5761 a. La différence eft ici beaucoup plus petite , parce 
que le centre des forces eft plus éloigné. Donc fi b — le 
demi- diamètre de la Terre t pendant que a -— un petit nom- 
bre de pieds ou de pouces , il eft évident que cette différence 
doit être infenfible. En général > fi dans la formule que nous 
avons trouvée pour AT, onfuppofe b *=<*>, on trouvera 
précifément , comme pour le centre de gravité ordinaire t 
* que^T=»f.i^«.3 
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SECTION IL 

De l'Equilibré bans les Machinés. 



JL/ e s forces qui agiflent immédiatement les unes contre les 
autres y ne peuvent être en équilibre , s'il n'y a pas entr'elles 
une parfaite égalité : mais lorfqu on emploie des machines 
pour féconder leurs efforts , il arrive fouvent que de très- 
foibles puiflances foutiennent des mâffes énormes. Ceft qu'au 
pioyen de toutes ces inventions Méchaniques , que le befoin 
fie Imduûrie produiûrent de concert, les hommes font par- 
venus à augmenter, pour ainfi dire * à leur gré l'énergie des 
^moindres forces. 

170. Parmi ces machines , il en eft de (impies ? il en eft 
de compofées. Celles-ci fe rapportent facilement aux autres $ 
il fuffira donc de connoître les premières» On peut les réduire 
àfept; les Cordes, le Levier , fa Poulie y UTreuU> le Plan in- 
timé, is V%i 6c le Coin. On pourroit même les réduire à un 
plus petit nombre , fi quelques circonftances particulières 
n'engageoient pas à les confidérer féparément. 
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Elles ont toutes le même but, celui de favorifer là purP 
fance qui lutte en quelque forte contre des obftacles qu'elle 
ne pourroit furmonter feule , ou du moins qu'elle ne pour' 
roit vaincre fans peine. Mais il s'en faut bien qu'elles foient 
toutes également propres à produire cet effet. Pour appré- 
cier l'efficacité des unes & des autres, on les a toutes rame* 
nées à un même point de vue, qui eft celui de l'équilibre ; 6c 
on a cherché les conditions néceffaires dans chacune de ces 
machines , pour que lapuiffance & la réfiftance fe contre- ba- 
lancent mutuellement. Nous allons expofer fucceflivement 
ces conditions. 

DES CORDES. 

Depuis que M, Varignon ( Nom. Méc. Seâi. IL page pj.;# 
7, i o ) a traire dans un grand détail ce qui regarde les cordes* 
on les a comptées parmi les machines (impies , fous le nom de 
Machines funiculaires. Elles font en effet un moyen de com- 
munication entre les différentes puiffances , 6c on s'en fert 
prefque toujours dans les autres machines. Il ne fera donc pas 
inutile d'en faire connoître les principaux ufages. Mais afin 
d'établir quelque chofe de fixe , on eft d'abord obligé de. les 
fuppofer inflexibles 6c fans pefanteur, fauf aies confidéret 
enfuite dans leur écat naturel. 
^ # Soient deux puiffances A 6c B qui tirent en fens contraire 
la corde A B ; elles détruiront mutuellement leurs efibrts , fi 
elles font égales : l'équilibre aura donc lieu entr'eiles dans 
cette fuppoficion. Rien n eft plus clair. 
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l7l. Soient maintenant trois puiffances A 9 B>C appli- Fw 
quées aux trois cordons AD,BD , CD unis enfemble au 
point D ; on demande quelles doivent être les conditions de 
l'équilibre pour tout le fyftême. 

. Repréfentons par Dafa puiflance A , & pa* De la puif- 
lance C; achevons le parallélogramme aDcK, & alors 
nous verrons 1% que l'aâion de ces deux forces fur le 
nœud D , fera égale à leur réfultante D K; i°, que le fyftême 
ne peut être mis en équilibre , fi la puiflance B représentée 
par D b ne détruit pas l'effort de cette réfultante ; il faut 
donc qu'elle lui foie égale & oppofée ; elle doit donc être 
fur la même ligne Kb , d'où il fuit que les trois cordons doi* 
vent être dans le même plan. 

De plus ces trois puiffances A,C,B font entr'elles comme 
Da,Dc,DK:oiDa:Dc:DK::fmKDC:fmaDK: 
finaDc : : ftnBDC : fmADB : finADC; donc 

A:B:C::finBDC:ftnADC:fmADB; 
d'où il fuit que chaque puiflance doit être comme le ftnus de 
F angle compris entre les dire&ions des deux autres. 

1 7 2 • Si au lieu d'être unie au cordon B D par le nœud D $ 
la coxde A DC ne faifoit que pafler par un anneau fitué à 
l'extrémité D de la corde B D , alors il faudrait pour l'équi- 
libre y que cet anneau ne pût pas glifler fur la corde AD Ci 
ce qui aura lieu toutes les fois que la ligne BDK divifera 
en deux parties égales l'angle AD C. En pareil cas r les 
deux puiffances AteC font égales > & on a les proportions 
fiiivantes ; 

A :B : : ftnBDC : fmADQi:fin\ADQ ; fm<à&C % z i i **>/£<«>€• : 



l 
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l7$* Lorfque deux putfFances A & C «giflent l'une 
contre l'autre par le moyen de h corde ADC aflujettié au 
point fixe D afin qu'elle fte glifle point* il feft clair quelles 
doivent être égales , pour qu'elfe* foitet en équilibré. D'oï 
on déduit que deux forces quelconques , appliquées aux deux 

Fig. extrémités d une corde tendue fur le contour d -un polygone 
ou d'une courbe, ne peuvent êtte mifes en équilibre * fi 
elles ne font pas égales. 

174* Quand il y a plus de trois fotces appliquées à au- 
tant dt cordons liés eafembie par un même ifcfcud 9 An cher- 
che d'abord la réfultàbte de deux de cas forces , ce qui les 
réduit à une de moins ; puis on continue la même rédiré* 
tion , jufqu'à ce qu'on n'aye plus que deux puifTances égales 
& oppofées'; ôc atort tout le fyftêmè fe trouve en équilibre; 
Il en ferait de même > fi quelques-uns de ces cordons étoiettt 
attachés à des appuis immobiles ; parce que l'effort foucenu 
par chaque appui tiendtoit lieu de puiflânce. 

Fig. i 7 5 . Suppofons maintenant qu'une corde ABGDH 
foit tirée aux points A> B ,C, D 9 H par des forcés 
A ,E $s F 9 r G > H > dont pkfieurs peuvent n'être que des 
pointa d appui. Pour déterminer les conditions de f éqikilibret 
& le* Ttnfiom rdpeûives des cordoAs AB>BC> CD , DH P 
pn obfervèra que fi tout le fyftêthe eft en équilibre > toutes 
fcs patries doivent y être auffi. , On pourra donc regardes 
cdmpM fixes les ptoiats AàcC > pfcndafct que la puiflaiaee £ 
luttfera contre ces deux appuis.. Or elle ne peut être en 
équilibre avec leur réfiftance , fi les deux proportions <\ùl 
fuiveftt , à'ont pas lieu* 
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"La puHTance M eft auftaus de l'angle ABC, comme la 
puijuaace A, on l'effort foutenu par l'appui A , ou bien en- 
core la tenfion du cordon A B. que nous lepçgfenteroas 
par T, ^ fl , eft au finut.de l'angle EBC. 

Cette même puifianee £ eft au fini» du même angle 
ABC y comme la tenfion du cordon BC eft au (faut de 
l'angle ABE ; donc. 

£ :Jb^£C::7,^£:>k£AC:': T,BCifm4BE. 

Pareillement peur que la partie. BCPF toit ejo. équili- 
bre , il faut que l'on ait 

F : fmBCD : : T t BC.ftnFCD : : T,CD :JtnBÇF 

Enfin l'équitifere particulier dufyftêrne C DBG exige 
de même que 

G .fivCDH: : T,CD ifinff&G : : T,P# : J&tCPG* 
De toute* ces proportions , on tirer» u> équations & autant 
de conditions pour l'e^uiKbre * avec lefqwelles on d&efml- 
nera le rapport de6terrfiona de (Je^c cordon* > indépendam- 
ment de& forces fi , -f, Ç,, on celui de deux forgea indépen- 
damment des tealient de deux cordons-, &c 

1 7 6» La même, choie auroit encore lie», quand bien 
même Ici eo*donat £5» FÇ,, DG fiiivaût lefquek agiflent 
les force* E r T > Ç i ferojfent fitn&,dana différents plans. Eto 
comme il penuroifi arriver qoU y eût plgfiewes put0ajace$ applK 
quéea à la fota à un même, point £ de la corde, ifc foudroie 
aloisxakukrr leuxij&uitante* ,fic le», confident cemrae uns 
fcufe êc unique puHEance qui agifeit fur ce. point ; aurjuefc 
cas lea oondaiâons de l'équilibre & txouveioientcde bunêrae 
nanieie» 
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177» Mais arrêtons-nous encore un moment fur la ma- 
chine funiculaire ABC DH. La puiflance F repréfentée pat 
CÏ' fe décompofe en deux autres Cb 9 Gd dans le prolon« 
gement des cordons B C & DC dont elles expriment les 
tendons. L'effort Cb fe communique en JB , & agit conjoin- 
tement avec la puiflance E, de manière que leur réfultante 
dirigée fuivant B K eft employée à tendre le cordon BA $ 
ou à charger l'appui A , ou fi on aime mieux , à faire équi- 
libre avec la puiflance A. La tenfion de ce cordon peut par 
conféquent exprimer la réfultante des deux puiffances E 
& Cb. 

On pourra exprimer de même par I4 tenfion du cordon 
D H la réfultante des forces G àcCd; donc la réfultante 
des quatre puiffances £, Cb, Cd, G ou des trois E,F,G eft 
abfolument la même que celle des tenfions des deux cordons 
extrêmes AB y D H; elle paffe donc par le point de concours 
K de ces deux cordons. Et en général > 

l78« Quels que foient le nombre & la direction des puiffan* 
ces appliquées à une même corde , leur réfultante paffe toujours par 
le point de concours des deux cordons extrêmes. 

Lorfque ces puiffances agiffent dans le même fens , & 
qu'elles font parallèles , leur réfultante eft égale à leur 
fomme , & leur eft parallèle. Soit donc une cordé pefante 
Fi*< attachée en A & en B , qui dans l'état d'équilibre prenne 1? 
courbure A E B. Soient A C y JB C les deux tangentes en A 
& B ; la réfultante des charges dès deux appuis paflera par le 
point dé concours C des deux tangentes ; fa dire&ion fera 

repiéfentéQ 
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ïepréfentée par une ligne verticale C E , & fa valeur fera le 
poids même de la corde, ceft-à dire , la fomme des puiflan- 
ces qui follicicenc chacun de fes points. Appellant donc A 
&c B les charges de ces deux appuis , & P le poids de la 
-corde, on aura 

P :fmACB::A:ftnECBz:B:fmACE. 

1 7 9- Au lieu de l'appui B, on peut concevoir une puif- 
lance qui tranfmettroit fon a£tion au point A par Tentremife 
de la corde B EA\ & dans ce cas , Taâion de la puiflance B , 
fi elle agiflbit immédiatement fur le point A , doit être à 
l'aûion qu'elle lui communiquerait par la corde pefante 
AEB, comme le finus de l'angle ACE eft au (inus de 
l'angle ECB. Il eft donc facile d'avoir égard à la pefanteur 
des cordes , dans la communication des puiflance*. 

1 8o. Quand les deux points A & B font dans la même 
horizontale j la puiflance B tranfmet toute fon aâion au 
point A ; mais lorfque B eft plus élevé , la puiflance qui lui 
eft appliquée , perd une partie de fes forces dans la commu- 
nication qu elle en fait par le moyen de cette corde. C'eft 
tout le contraire , lorfque le point A eft au-deflus du niveau ; 
plus il eft élevé , plus la puiflance B acquiert de prépondé- 
rance ; ce qui montre d'une manière fenfible comment avec 
des cordes pefantes on peut multiplier les forces > dans plu- 

iïeure cas. 

Remarque. 

I g I . Nous avons déjà dit qu'il n'étok pas poflible à la 
jigueur de tendre horizontalement une corde , de manière 

R 
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qu'elle n'eût aucune inflexion. La preuve en eft fort aifée ^ 
d'après ce que Ton vient de voir. Soit T la force qui tend des 
Fi g. deux c ôtés la corde AEB , dont le poids fera repréfenté 
par P i on aura 

T:P:: ftnACD : fin ACB. 
Donc fi l'angle ACB eft infiniment obtus, c'eft-à-dire, fi 
la corde eft parfaitement bandée > le finus de l'angle A CD, 
fera égal à l'unité , pendant que celui de l'angle ACB fera 
égal à zéro. Il faudroit donc une tenfion infinie , pour que la 
corde n'eût pas la moindre inflexion. Tant que la force em- 
ployée à la tendre fera finie , l'angle CA B fera fini auffi. 

L'angle ACB étant double de l'angle ACD y on a 
ftnACB*=*2fmACDcofACD=* zfmACDfmCA D; 
donc T. zfin CAD=*P. Suppofons que la puiflance T foit 
très-grande , eu égard au poids de la corde , A D ne diffé- 
rera pas fenfiblement de AE, ni DE de £C; appellant 
donc L la longueur de la corde > on aura 
ftnCAD — ^^^cequidonneaT. ^«P, «C 

182. Connoijfam donc la longueur lu de la corde i /on: 
poids P , & la force T qui [en à la tendre > on fourra toujours 
déterminer la quantité dont elle baijjera dans fin milieu. 

Exemple. 

Etant donné un poids de $Vb pour tendre une corde de 
24 pieds , que Ton fuppofe pefer 161 {grains , on demande 
quelle doit être fon inflexion ? 

Après avoir décompofé $Vb en $ . 16 . 8 • 72 grains , ow 
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«tir* HF^, Ki^.t4 48f»? 48. ^P*. 48 » fît». 

y. itf.64. 71 ?. 16.8.71 64,71 64.6 

4 ' ** =: 1 lig.7. Cette corde baiffera donc dans fon milieu 
d'une ligne 6c demie. L'expérience donne le même réfultat , 
quand on la fait fur une corde dont trente- trois diamètres 
égalent deux pouces. 

De la courbure que les Cordes font obligées de prendre 
dans F équilibre , par V action des puiffances. 

f 1 8 2 . Lorfqu'une corde , ou une chaîne très-flexible 
ABD eft fufpendue par fes deux extrémités A & D > & fio. 
qu elle eft follicitée en chacun de fes points par des forces 
quelconques (ituées dans le même plan que les points de 
fufpenfion, il eft hors de doute qu'elle doit prendre une 
certaine courbure propre pour l'équilibre. Mais quelle forte 
de courbure doit-elle affeâer f c'eft ce que nous allons exa- 
miner dans cet article. 

Commençons d'abord par rapporter les différents points 
de la courbe cherchée à un axe quelconque AC, & pre- 
nons les trois éléments confécutifs Mm, mmf, m' ni 9 . Re- 
marquons enfuite que la corde étant fuppofée en équilibre » 
on peut regarder comme fixes les deux points M & ml , 
pendant que le point intermédiaire m fera follicité par des 
force» quelconques dont on repréfentera la résultante pat 
R ou m t. 

Cela pofé $ pour que cette puiflance fade équilibre aux 
tentions des deux cordons Mm, m tint) il faut qu'on ait (17;) 

Rij 



i 3 a TRAITÉ 

R:T,mmt : :fin Mm ni :fin M m t. Pareillement fi on confi- 
dere les points m>ml' comme fixes, pendant que le point 
intermédiaire m 1 fera follicité par fa force mV, qui eft R -H dR> 
ou pour abréger R 7 , il faudra qu'on ait T 9 mmf : R' : : 
fin t*m'm" : y?» m m' ni 1 . Multipliant donc ces deux proportions 
terme à terme , on aura 

RiR'nfinMmnt Jtnt?m'ni[ f :finMmtêfinMrrim ff . 
Soit maintenant 9 = l'angle Mmn/ y àLp = M mt , on 
aura pour l'élément fuivant mn/rn" =* ? ■+« </? =?'pour 
abréger, & Af wV = /* 7 . Donc 7?» t*m'm" = — J?» ( /*' + ?') 
= — fin plcof $ — fin* 1 cof iJ . Mais ? 7 approche infiniment de 
180 , donc cofç'=s — 1 j donc R : R' : : fin* fini*' — 
fiwpfint'cefp' \ fin fi fin* 9 ; :|££ — ro/V :^ ; ce qui mené 
à l'équation fuivante , 

que Ton peut changer en celle-ci y d( -^^) — H 7 r 0/V = o > 
ou bien encore en cette autre, à ( ^£~) — R coft* = , à 

càufe de R 7 r ^> 7 = R cofp -*rd(R c<fv> ) y exprelfion dont le 
dernier terme s'évanouit devant celui qui le précède immé- 
diatement. 

Comme les diverfes puifîances appliquées aux points de la 
corde , peuvent être réduites à deux , l'une mq dans la di- 
reûion de l'ordonnée mp , l'autre m s parallèle à l'abfcïfle Ap+ 
appelions Y la première , X la féconde , & faifons à Tordis 
naire A />=#, PM=y,Aîr=zdx,mrs=dy y Mm*=:ds. 
Nous aurons fin ** == fin {Mmt^tmq) =finMm r coftmq 
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dx 



ày 



cofMmt fintmq ==£ .-5-»- 37 -7^, & "/> = 
co/Mmr coftmq ~ fin Mmr fintmq^ ^..-^ --.il . 

Ydx+Xdy „ r Ydy—Xdx 



di 



. Donc R fin 1* 



^ 7 ,&R<:*/> 
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/m j' ds * -— v • ^ ^^ 

mons r le rayon ofculaceur , l'angle de contingence ou fon 

lînu8=— =a 7?»^ * & nous aurons pour l'équation de la 

courbe cherchée , 

j/(Y d*-t-Xdy)r ^ . rdy — Xdx 

d K 77 ; H 57^~ — °* 

Or cette équation étant différentielle du troifieme ordre , il 

faudra l'intégrer trois fois de fuite , ce qui produira dans l'é- 
quation finie trois confiantes que l'on déterminera de manière 
que la courbe paffe par deux points donnés , & qu'elle aie 
la longueur donnée* 

Exemple. 

1 8 2 • Suppofbns que la pefanteur feule agifle fur tous les 
joints de la corde ABD fuivant les diredions parallèles aux 
ordonnées FM. On demande quelle fera fa courbure ? 

L'a&ioa de la pefanteur tend à communiquer à l'élément 
Mm la vîtefle £ & la quantité de mouvement £ ds. Ainfi 
Y=sgds, & «X = o, ce qui réduit l'équation générale à 

celle-ci d Ç^-r^) -*-dy*=o; dont Fintégrale eft ~ « G— y; 

Mais fi onfuppofe ds confiante , on a r = 737 î donc : -t~ — 
cJLy = o * qui a pour intégrale Idx ■+■ /( C— y ) = le *ds> 
ou dx ( C — y ) =5 C^i. Elevant au quarré , dx\C— y)*=3 
C i% ds % = C l% dx % -+• C /% dy% & féparant on a enfin, 

A* — ± Cd > 

UX saa - ■ • 
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pour l'équation différentielle de la courbe formée naturelle- 
ment par une corde ou une chaîne très-flexible que Ton au* 
roit fufpendue par les deux extrémités. Cette courbe eft gé- 
néralement connue fous le nom de Chaînette ou Caténaire. 
Fie. Si on fait à y = o , on aura le point B , le plus bas de la 
courbe , alors C~~y » C, ou jr = B E = C— C 1 \ & fi on 
veut rapporter la chaînette à Taxe vertical B E , on mené» 
une ordonnée MQ à cet axe, & on pofera BQ =« x, QA/=jç 
ainfi dans l'équation précédente , il faudra changer y & x en 
C— C— - #, & en /* F— y, ce qui donnera 4 y = -~ . 

Mettant donc a au lieu de C, & intégrant , il viendra 
y =*Efc / • a ?:*? m V r (*** %A *) i d'où on conclura qu'à chaque 

abfcifle x répondent de part & d'autre de l'axe B E deux o*» 
données égales. Cet axe eft donc un diamètre de la courbe. , 
Prenant les x pofitives , on voit que les y croiflent à fin- 
fini : mais lorfqu'on prend des abfcifies négatives, les ordon- 
nées deviennent imaginaires. Ainfi la chaînette ne s'étend 
pas au-delà du fommet B , 6c on peut aflimiler fa figure à 
celle de la parabole. D'ailleurs elle fe confond au point B 
avec une courbe parabolique dont le paramètre eft aa ; ce 
qui juftifie ce que noua avons fait (181) en prenant D E =3 
EC y danslaFig. 77. 

L'équation différentielle à y =«= >, * donne 

V (tax + xx) 

V(dx*+dy*)=* <*+*) £*- , dont l'intégrale eft 

Is(iax-hxx) " 

BM =ny r (2ax^hxx). Ainfi h chaînette eft fufceptible 
de re&ification. 
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Quand on cônnoît les deux points de fufpenfion A 6c D 
avec la longueur de la corde, il faut, pour décrire la chaî- 
nette, connoître la pofition du fommet £ & la quantité *. 
On aura donc autant d'équations que d'inconnues : mais on 
ne pourra les réfoudre que par approximation à caufe des 
quantités logarithmiques qui entreront dans l'équation de la 
courbe. 

1 8 3 • Quand une corde fufpendue à deux points , n'a pas 
la figure que Ton vient de voir, elle ne peut refter en équi- 
libre. Il faut absolument qu'elle faffe des ofcillations conti- 
nuelles, jufqu'à ce que le frottement, & la réfiftance de l'air 1 
la forcent enfin de refier en équilibre. 

Ce fut Galilée qui chercha le premier la courbe que forme 
une chaîne tendue par lbn propre poids : mais toutes fes re- 
cherches fe bornèrent à con jeâurer que c'étoit une parabole; 
la Géométrie de fon temps n'ayant pu lui fuffire pour réfou- 
dre ce problème. Les MM. Bemoulli l'attaquèrent de nou- 
veau , à la naiflance du calcul différentiel , 6c on peut voir 
dans leurs ouvrages avec quel fuccès ils le réfolurent. 

I$4* Parmi plufieurs belles propriétés de la chaînette, 
que ces favants Géomètres déduifirent de leurs calculs, il en 
eft une plus analogue que les autres au fujet que nous trai- 
tons. Elle conftfte en ce que le centre de gravité de la caté- 
naire defcend le plus bas qu'iLeft poffible. Voici comment on 
peut la démontrer. 

Soit décentre de gravité de YïxcAMBD, G G' fa Fi* 
«Mance à l'horizontale AÈ; il faut prouver que cette dif- 
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tance cft un Maximum. Or GG* = -£^- , & l'art A BD 

eft d'une longueur donnée ; toute la difficulté fe réduit donc 

à prouver que dans la caténaire l'expreffion fyds eft un 

Maximum. 

Telle eft la nature d'un Maximum quelconque , qu'en fup« 
pofant une variation infiniment petite dans les quantités qui 
le produifent , fa valeur ne doit pas changer. Si on fait donc 
varier infiniment peu un point M' de la courbe propofée 9 
la valeur du Maximum ne changera pas , quoique les éléments 
contigus M M 1 y M 1 M 11 foient affeâés de cette variation; 
Or cette condition une fois exprimée , il s'enfuivroit que 
Tare de la courbe eft demeuré confiant : mais pour exprimée 
d'une manière plus particulière , cette invariabilité 6c celle 
du Maximum , il faudra faire varier un autre point M 19 . 

Cependant pour que la fluxion de chaque point n'entraîne 
qu'une indéterminée , il faut fuppofer que cette fluxion fe 
fait fur une ligne donnée. Or cette ligne étant abfolument 
arbitraire,nous fuppoferons que la fluxion des points M', M! 1 
fe fait fur les parallèles à Taxe M'Rf, M"R n , afin que le cal* 
cul foit plus (impie. Cela pofé > les ordonnées ne changeront 
pas de valeur, non plus que leurs différences RM' y R'M!'. 

Mais lorfqu'on prend plu fleurs éléments confécutifs d'une 
même courbe ,1a fonction F qui convient au premier élément 
fe change en F •+- d F pour le fécond , & F-+- d F devient à 
fon tour F-h d F *\-d( F-{-dF) pour le troifieme j & ainfi de 
fuite* Ces différentes valeurs de F pour chaque élément 
eonfécutif de la courbe feront déformais repréfentées par 

F, F, F* 
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F, F', F" ôcc , uniquement pour abréger. On aura donc 
F'=*F+dF, F''=*F'-hdF'&c, d'ofcF' — F« dF, 

F'_ T'erad F', &C. 

On aura enfuite MP=*y, Af P'*-/, M"P"=*f &c 

^P=s * , A F / == *>, ^ F" « *", &c, ce qui donne PP'= d x, 
FP"^ d x 1 , P"P'"= dx" t &c... M'K =- <ty, Af "R'= <*y,&c. 
A/M' « <*x , M'M"=* ds! t «ce. . . Enfin telle eft la condi- 
tion du problême que fyds doit être un Maximum t qui ne 
reçoit aucun changement par la fluxion des points M', M". 
Or fyds exprime la fomme desjr d s dans toute l'étendue 
de la courbe depuis A jufqu'en D ; & cette fomme ne varie 
pas depuis A jufqu'en M, ni depuis M"' jufqu'en D ; donc 
fi elle avoit à varier > ce ne pourroit être qu'entre Mac M'" 
où fa valeur eft yds •+• ^di'A-y'ds", La différentielle de 
cette quantité doit donc être zéro. 

Mais comme il s'agit ici de différentielles dépendantes de 
la fluxion des points M', M", lefquelles n'ont aucun rapport 
avec les différences naturelles , c'eft-à-dire , avec les diffé- 
rentielles des coordonnées & de Parc, nous les diftinguerons 
par la caraâériftique <T : ainfi nous aurons jr £ ds ~i-y f f à s 1 -h 
yf'£ds"=: o y puifque y ,y' s yf 1 ne varient pas. 

L'arc de la courbe > ds ■+■ J/'-H dj f eft confiant ; donc 
ii s -*- Sd j'-h JW=» o. Pareillement l'intervalle PP"'dont 
l'expfeflion eft dx-ï+dx'+dx") eft confiant; donc fdx-** 
Jdxf -H fdtf=*o. Mais on a ix % + if*mis*i donc 
d x fdx ■+• dyidy =»dx fds :& puifque fdy ■ o, on aura 
Jdx=a~êd$i d'où on tirera les trois équations fui vantes , 

S 
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y «T à s H-yj 1 à s' H-yV à s" a o 
f'ds -hJ'ds'-hJds"=o 

La première eft la même que (jf — y')£ds H-» 

& par la feconde,elle fe réduit kdyfds-i- dy' (fds*±- Sds') 
■= o. La féconde & la troifieme donneront de même 
^(^)^ J + rf (^)( <rii -*- J ^ J, )=o;&on conclura 

enfin de ces deux dernières d (-rr) — d (4-^) = o ; ou 

= o ; & en intégrant on aura ^d(~\ •+• d[y 



[i^i 



Cas 

= o : intégrant de nouveau , il viendra -jjH-Jf = C\ équa- 
tion de la chaînette , telle que nous l'avons déjà trouvée 
(182). Donc le centre de gravité de la chaînette defcend le 
plus bas qu'il lui eft poflible. 

Remarquez que/y d s étant ici un Maximum , on doit en 
conclure qu'entre toutes les courbes ifopérimetres, termi- 
nées par les deux mêmes points A & B y la caténaire eft celle 
qui , par fa révolution autour de Taxe horizontal A C, en- 
gendrer oit la plus grande furface courbe. 

Exemple IL 
I 8 S • O** fuppofe que la gravité agit fui van t des direc- 
tions qui tendent toutes à un même centre, & on demande 
Fig. la courbure que doit prendre alors une corde AD follicitée 
dans tous fes points par Taâion de la pefanteur l 



So. 
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Soie menée par le point de fufpenfîon A au centre des 
forces C la droite A C , & d un point quelconque M de la 
courbe cherchée , tirez fur cette droite la perpendiculaire 
MQ y a P r ^ s 9 uo * vous compléterez le reâangle A PMQ , 
& faisant C Q=x 9 Q M=y ,CM=sz, vous verrez que 
ce qui étoit x & y dans l'équation générale , devient ici y 
6c A C — x y ainfi cette équation fe changera en 

, /(Ydy — Xdx)r\ ri* -f- Xdy 

d \ — 1? — ; — — Ti — • 

Soit F la vîteffe communiquée par la force centrale , la- 
quelle eft une fonâion de z , la quantité de mouvement de 
l'élément ds fera F ds = MO , qui étant décompofée en 
dçux autres MS> MT fuivant les lignes M Q & PM y àon- 

nerz z:Fds::x:MT=ï^=Y:MS = F -^=*X. 

l ? 

Subftituant ces valeurs dans l'équation générale , on aura 
d \sh ( x *y — y'*)] = s -z(xdx-+-ydy)z=iFdz.lJixi-* 
tégrale eft —■ ( xdy — ydx ) =fFdz. Or en fuppofant 
confiante wr == zif = ^/», on a le rayon ofculateur 

r = (-ds*+id4z)im > & enfaifant ran g Ie ACM *= 9 , il 
vient xdy — y dx = zzdf ; valeurs qui étant fubftituées 

Fldt % rv À F 1 di\ 



grale eft / fFdz + lz=il(du*+dz % )~l~, ou zfFdz 



donneront — — — TT"= 1 f^dZj ou 7— - •+« — — — . 

— ds % +iddi J ' fFdz^ l du* + di % 

Multipliant par d z , on a r — ^ -+• — = ** àA * • dont Tinté- 

1 * fFdz z du 1 +■ dz x 7 

du 

C 

•j^ s =C>/ , ^i-t-^ ï j— \ Séparant donc, on aura 

i* =» -r-rrzrz — râ ; i pour l'équation différentielle de la 

chaînette , dans le cas où la gravité agit fuivant des 

Sij 
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direÛions convergentes vers le centre des forces; 
Mats pour faire une application de ce réfultat général f 

fuppofons que F= * c'eft-à-dire , que la gravité agiffe 

.en raifon inverfe du quarré de la diftance $ nous aurons 

fFdz =*— — H ; donc à 9 = ^ r ^ * s ; équation 

que Ton intégrera , en la rendant rationnelle. Mais comme b 
peut être plus grand ou plus petit que a , il y aura deux cas 
à examiner. Soit donc B le point le plus bas de la courbe f 
foit C B s= c , & l'angle B CM= 9 9 on aura , dans le premier 

casrintégrale 9 == ± î ^ /. V(m % — 7) •+• K(i— r)* & 



_ % % K! m% ~~ l) 

dans le fécond. — = î — — -i- lmhm -cof - >m ■ <p. Si m eftun 

7 z xi J 1 -f-mm T 

£ ( * nombre entier, la courbe fera algébrique dans le dernier cas.} 



DU LEVIER. 

I$6. Le levier eft une verge inflexible P CQ^ appuyée 
fur un point C, autour duquel elle peut fe mouvoir libre-? 
ment. Nous ferons d'abord abftra&ion de fa pefanteur , afin 
de Amplifier fa théorie. 

Soient deux puiffances A 6c B appliquées aux deux extré- 
mités P & Q d'un levier P C Q de figure quelconque , & foit 
propofé de trouver les conditions de l'équilibre dans cette 
machine. 

On prolongera les direÛions A P & B Q de ces defix puif- 
fances jufqu'au point de concours E où elles feront cenfées 
agir conjointement. Et alors repréfentant par£F 
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3e la force A, par E G celle de la force B , on aura la dia- 
gonale 2? H pour leur réfultante , que Ton voit bien ne pou- 
voir être détruite , fi elle n'eft pas dirigée vers h point d'ap- . 
pui C. Soit donc C la charge de l'appui, repréfentée par EH} 
on aura pour l'équilibre , 
; C:A:B::EH:EF:EG::fmPEQ:fmCEQ:ftnCEP. 

1 87* Puifque la réfultante dés puiflances A 6c B pafle 
par le point d'appui C, la fomme des moments par rapport à 
ce point doit être zéro ( f 7 ). Menant donc les perpendi- 
culaires C M,CNdu point C fur les directions AP>B Qi 
on aura A . CM= B . CN> ce qui peut également fe dé- 
duire de la proportion A : B::JînCEQ:Jin CE P. Et delà 
on conclura généralement la condition fondamentale de l'é- 
quilibre dans le levier. 

Pour que deux puijfances appliquées aux deux extrémités dtun 
levier fe fajfent équilibre > il faut que leurs moments foient égaux $ 
ou ce qui revient au même , il faut que chaque puiffance /bit 
réciproquement comme la perpendiculaire menée du point (t appui 
fur fa dire&im. 

1 8 8 • Quelques foient alors les puiflances appliquées au ' 
levier , la réfultante paflera toujours par le point d'appui , 
éc par conséquent la fomme des moments des puiflances qui 
tendent à faire tourner le levier dans un fens , eft égale à la 
fomme des moments de celles qui tendent à le faire tourner 
en fens contraire , les moments étant pris par rapport au 
point d'appui. 

I 89* Si les deux puiflances , ou les deux poids /^ & B g£ 
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ont des directions parallèles , alors les perpendiculaires 
CM, CNte trouveront dans une même ligne M N; & fi de 
plus le levier eft droit , fes deux Bras C P y CQ feront pro- 
portionnels aux lignes CM>CN. On aura donc pour l'é- 
quilibre 9 A.CP=*B.CQi ainfi pour que deux poids /oient 
en équilibre dans un levier droit 9 ils doivent être en raifon inverfe 
des bras auxquels ils font fujpendus. 

Donc fi le bras CP eft double du bras CQ, un poids A 
d'une livre fera équilibre au poids fi de deux livres. Mais on 
voit bien que fi on ajoutoit un même poids aux deux autres j 
l'équilibre ne pourrait plus fubfifter. Le feul moyen de le 
maintenir alors , feroit d'ajouter à fi le double de ce qu'on 
ajouterait au poids A ; d'où il fuit qu'en prenant un levier 
d'une longueur convenable > on peut mettre en équilibre les 
poids les plus inégaux. 

I^O. Si au lieu du poids A , on imaginoit une puiflance 
qui fit équilibre au poids fi,on pourrait alors confidérer dans 
un levier trois cfaofes différentes , au moins quant au nom , 
favoir la puiflance , le poids que l'on appelle aufli la refit 
tance , 6c le point d'appui. Ces trois chofes cependant ne 
font au fond que trois puiflances différentes dont les deux 
premières unifient leurs efforts contre le point d'appui qui 
tient lieu de la troifieme , & qui détruit leur réfultante. 

Mais quoi qu'il en foit ,ona coutume de diftinguer trois 
eipeces de levier , relativement à la pofition du poids > de 
la puiflance & du point d'appui ; 6c on appelle levier du 
premier genre , celui où le point d'appui fe trouve entre. 1% 
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puiflance fie le poids ; levier du fécond genre , celui où le 
poids eft entre l'appui & la puiflance ; levier du troifieme 
genre > celui où la puiflance eft entre le poids & l'appui. 

Dans le premier cas , la puiflance peut avoir de l'avantage 
ou du défavantage fur le poids , félon que le bras auquel elle 
eft appliquée , eft plus ou moins long que le bras qui foutient 
le poids. Dans le fécond cas la puiflance eft toujours favori- 
fée ; dans le troilieme , elle a toujours du défavantage. 

I p I . Lorfqu'on veut foutenir une mafle M > une grofle Proi 
pierre , par exemple , on prend ordinairement un levier dont 
on fait pafler une petite partie CP au-deffous de la pierre ; fie 
alors le point C étant appuyé fur le terrein , la puiflance Q 
agit avec d'autant plus d'efficacité , que le bras C Q auquel 
elle eft appliquée , fe trouve plus long que la partie CP. 
Ceux qui diftinguent trois fortes de levier > regardent celui- 
ci comme appartenant à la féconde efpece* 

I p 2 . Maia lorfqu'un homme foutient un poids au bout 
de fon bras étendu horizontalement , le levier qu'il emploie 
eft du troilieme genre , parce que les mufcles qui tiennent 
alors lieu de la puiflance > fe trouvent entre le point d'appui 
fie le poids. Or dans un adulte de conftitution moyenne > la 
longueur du bras eft à la diftance du mufcle Deltoïde au 
point d'appui, comme 100 eft à 5 ; donc un poids de joîfe 
ne peut être foutenu dans cette pofition, que par un effort 
de loootb. On ne doit donc pas être furpris de la difficulté 
que Ton éprouve , à porter ainfi des fardeaux un peu lourds* 

II fembleioit d'abord que tout autre arrangement eût été 
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plus favorable à YzQxon de nos mufcles ; mais en confidéranf 
les chofes de plus près > on voit qu'il n'y a pas de genre de 
levier plus propre que le troifieme à produire de grands 
mouvements dans les poids que Ton fouleve ; & s'il faut de 
plus grandes forces pour les produire , avec quelle intelli* 
gence , mais en même temps avec quelle économie l'Auteur 
de la Nature n'y a-t-il pas pourvu ! Voyez Borelli , de mot* 
Animalium , & Nieuirenty t y Exifience de Dieu démontrée pat 
les merveilles de la Nature. 

193* Mais encore une fois , ces trois fortes de levier fe 
réduifent à une feule , parce qu'au fond rien n'empêche de 
confidérer indifféremment le poids , la puiflance , & la 
charge de l'appui , comme trois puifTances différentes dont 
deux luttent contre la troifieme. Et quand une fois l'équi- 
libre eft établi entr'elles > qu eft-ce qui pourroit empêcher 

Pu», auffi de regarder l'un quelconque des trois points P,C , Q 
comme l'appui du levier , puifqu'ils font tous fixes ? 

Nous favons , par exemple , que la charge de l'appui C 
eft exprimée par A^B\ on peut donc la regarder comme 
unç puiflance qui agit de bas en haut , & qui fait équilibre à 
la puiflance Q , fur le levier PCQ dont l'appui eft en P : & 
alors on a pour la condition de l'équilibre , (A-i-B)P Cm* 
B .PQ, d'où on tire également yf m CP*e*B.CQ $ comme 
nous l'avons déjà trouvé. 

Fio. 1^4- Si un levier B A appuyé par les deux extrémités 
A £c B fe trouve chargé en C par un poids quelconque M 9 
on voit bien que pour avoir la charge des deux appuis , il 

faut 
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faut décompofer la puiflance M en deux autres , qui foient 
parallèles entr'elies , & qui paffent Tune par le point A 3 l'au- 
tre par le point B. Celle qui paflera par A aura pour valeur 

B p JE C 

•j-zMy&L l'expreffion de celle qui paflera par B fera — M. 

iç$. Veut-on maintenant avoir égard à la pefanteur du 
levier ? On la regardera comme une nouvelle puiffance dont 
tout l'effort réuni au centre de gravité s'exerce perpendicu- 
lairement à Phorizon ; d'où il fuit qu'on ne doit pas avoir 
égard à la pefanteur d'un levier , dont le centre de gravité 
gépond au point d'appui. 

Mais fuppofons que les deux puiffances A & B foient pa- Fig. 
ralieles & verticales, & que G foit le centre de gravité du 
levier PCQ, de manière que tout fon poids L agifle verti- 
calement , fuivant la ligne G L : en menant alors une droite 
quelconque MCI IV, nous aurons pour condition de l'équi- 
libre, B. CN+L . C1=A.CM. 

196". Etant donné un levier PCQ, fon poids L , & 
les puiffances A Sx. B appliquées à fes deux extrémités > 
on trouvera le point d'appui C fur lequel doit fe faire l'é- 
quilibre , en imaginant une droite quelconque mcin, qui 
coupe en m , 1 , n les perpendiculaires PA y IL,QB don- 
nées de pofîtion. Car alors on aura B.cn-hL*ci = A .cm} 
& fubftituant c i -H « n au lieu de en , & î m — ic au lieu 
de c m y on trouvera 2? . ci -4- £ . in-+- L. ci = A .im — 
A .ic i donc ic = \* m T \*\ Ayant ainfi déterminé le 
point c 9 on mènera par ce point une verticale cC qui coupera 
le levier au point d'appui C que l'on cherche, 

T 
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197. Confidérons à préfent un levier du fécond genre » 
Fig. c PQ 9 que nous fuppoferons droit & uniformément pefant. 
Soit la longueur CQ — a, la partie CP=b 9 & fa gravité fpé«? 
cifique =£. On aura donc g a pour lexprelfion de fon poids 
total L , qui eft cenfé agir en / milieu de C Q 9 & par confé- 
quent on aura pour l'équilibre, Ba =bA -h jgaa , ou 

2? == \-{ga.Sïa eft très-petit , la puiffance B fera fort 

grande, & fi au contraire a eft très-grand , la même puif- 
fance B fera encore fort grande ; il y a donc entre ces deux 
extrêmes une telle valeur à donner à B , que Ton ne puifïc 
pas lui en fuppofer une moindre, pour obtenir l'équilibre. 
Four la trouver , on différenciera fexpreffion générale 

de B en faifant varier a , & on aura \gda * , qui étant 

divifée par à a & égalée à zéro donne \g » — ; d'où 

on tire auffi-tôt a — y % — , enfuite — = \ga , & pat 

conféquent g a =|/2 bAg. Connoiffant donc le poids A ± 
la diftance CP à laquelle il fe trouve appliqué , & la gravité 
fpécifique g du levier , on déterminera immédiatement la 
plus petite force B que Ton puifle employer pour l'équilibre f 
en calculant la formule B =|/2 b A g ; & la longueur né- 
ceffaire du le vier fera déterminée par la formule, ,»..., 

Exemple. 

On fuppofe que CP» 3 pouces , que la maflfe A pefe 
aoolt), & que la gravité fpécifique du levier , ou générales 
ment ce que pefe un de fes pouces eft f tt>. Alors CQw 
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a = ^2400 = 4P pouces = 4 pieds 1 pouce, & Bjfôoo =* 
^.tt)= 24^ 8 onces. Il faut donc pour ce cas un levier de 
4 pieds 1 pouce de longueur > & une puifTance équivalente 
au poids de 24^ 8 onces. 

ipg. Lorfqu'on veut dreffer une pierre M fur fa vive Fw; 
arête K L ,en employant un levier du fécond genre CPQ, il 
ne faut pas prendre pour B le poids entier de la pierre , parce 
qu'une partie de ce poids eft foutenue par l'arête K L ; mais 
pour déterminer ce qui tient lieu de B > on peut s'y prendre 
de la manière fuivante. 

Soit G le centre de gravité , & N le point ou la verticale 
menée par ce centre , rencontre la bafe K L F G : foit auflî 
prolongée PN jufqu'à la ligne K L. Cela pofé , le poids M 
fuivant GN fe décompofera en deux puiflances qui pafferont 
lune par P, l'autre par T. La première aura pour valeur 
— M ; mais comme elle n'eft pas perpendiculaire au levier, 
il faudra la décompofer à fon tour en deufc autres , dont Tune 
fuivra la direâion du levier, pendant que l'autre fera perpen- 
diculaire à cette même direâion. En vertu de la première , 
on verroit gliffer la pierre fur le levier , fi le frottement ne 
détruifoit pas fon effet ; mais la féconde fera réellement tout 
ce que Ton doit prendre pour B. 

Remarque. 

I ç<). Ceft fur les principes que nous venons d'expofer 
que font confinâtes les Balances. Il y en a de piufieurs fortes , 
mais toutes s'expliquent facilement en les ramenant au le- 
yiet. Tout le monde connoît les balances ordinaires , qui 

Tij 



148 TRAITÉ 

ne font autre chofe qu'un levier mis en équilibre fur fort 
milieu , & portant un Baffin à chaque extrémité. 
FlG » Le levier A B que Ton appelle aufli le Fléau , eft la pièce 
principale de cette machine. Ses deux bras AX y BX doi- 
vent être parfaitement égaux en longueur. On doit tâcher 
aufli de les rendre également pefants ; mais cette condition 
eft bien moins importante que la première pour la bonté d'une 
balance ; parce qu'il eft toujours fort aifé de compenfer l'i- 
négalité de leurs poids par ceux des baflins, au lieu que rien; 
ne peut corriger l'erreur qui provient de l'inégalité de leur 
longueur. 

Le fléau eft traverfé dans fon milieu X par un Axe S X 
dont la partie fupérieure eft ronde, l'inférieure eft tran- 
chante. Cet axe traverfé à fon tour la Châjfe ou Anfe 
STX par les deux trous S 9 X dans lefquels il doit être fort 
mobile. L'Aiguille E fait partie du fléau ; elle eft toujours 
perpendiculaire à fa longueur , & on la difpofe de manière 
qu'elle fe trouve exactement dans le plan de la chatte, toutes 
les fois que le fléau eft bien horizontal. Enfin à chaque ex- 
trémité du fléau eft fufpendu. par trois cordons ou trois 
chaînes un baffin capable de contenir plus ou moins de 
marchandifes ou de poids. Lorfque ces deux baflins font 
vuides , il faut , fi la balance eft bonne, qu'elle refte en équi- 
libre , & que f aiguille ne s'incline d'aucun côté de la chiffe* 

Il feroit inutile dlnfifter fur les différents ufages d'une 
machine aufli familière. Perfonnè , en général, n'ignore que 
pour pefer une mafle quelconque , on la place d'abord dansi 



DE MÉCHANIQUE. i 45 > 

Un des deux baflîns , n'importe lequel , & qù'enfuite on 
charge l'autre d'autant de poids qu'il en faut pour établir l'é- 
quilibre y ce que la pofition verticale de l'aiguille indique 
bientôt. Le poids de la marchandife eft toujours égal à la 
fomme des contre-poids. 

200. Une chofe cependant peut rendre très-défe&ueufe 
cette première efpece de balance , l'inégalité de fes bras : 
car il eft aifé de compenfer la brièveté de l'un par l'excès du 
poids que l'on donne au badin qui s'ytrouve fufpendu ; & 
alors les poids des deux bafïins étant en raifon inverfe des 
longueurs des deux bras , l'équilibre aura lieu , fans que l'on 
puiffe toutefois compter fur l'exa£titude de la balance. 
Que l'on mette en effet de la marchandife dans le baflin du 
plus long bras , il eft clair qu'elle fera équilibre à un poids 
plus grand que le fien. 

201. Mais on fait que pour vérifier ces fortes de balan- 
ces y il fuffit de faire palier refpeâivement d'un baflin dans 
l'autre , le poids & la marchandée. On voit auffi-tôt le poids 
déjà trop fort acquérir de nouvelles forces par fa fufpeniion 
au plus long bras , & par une fiibite prépondérance , Étire 
difparoître tout équilibre. Au refte toute fauffe que peut- 
être une pareille balance , elle ferviroit également à déter- 
miner les vrais poids des denrées, fi après les avoir pefées 
dans les deux badins , on prenoit un moyen proportionnel 
géométrique entre le poids qui fait équilibre à ht denrée 
dans un baflin , & celui qui lui fait équilibre dans l'autre. 
Four le démontrer y (oit y le poids de la denrée , foit a foa 
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contre-poids lorfqu'elle eft fufpendue au plus petit bras > que 
je fuppofe être A S; on aura donc y . A S — a SX. Soit k 
le contre-poids de cette même denrée mife dans Tau tre baffin, 
fie on aura y . SX=* b . AS; donc yy . AS. S X = ab. 
AS. SX 9 Scy = VTb. Par exemple, fi après avoir pefé 
la marchandife dans un badin , on trouve qu'elle foit en 
équlibre avec un poids de 2 jtt>, fie qu'en la pefant dans l'autre 
badin, le contre- poids foit de 26 ft),on aura pour fon poids 
véritable , 2 jlfe 7 onces 7 gros 2 6 grains. 

202. La balance, telle que nous l'avons décrite , eft fort 
commode fans douce , mais elle n'eft pas fans quelques in- 
convénients. Un des plus grands , c'eft que pour pefer diffé- 
rentes marchandifes , il faut fe fervir de différents poids ; au 
lieu que dans la Balance Romaine , appellée auffi Pejon > un 
feul poids fuffit pour pefer toutes fortes de marchandifes. 
Autre inconvénient de la balance ordinaire, c'eft que pour la 
rendre plus parfaite , il faut donner une certaine longueur à 
fes bras ; mais alors ils font plus fujets à fe fléchir , ce qui 
les rend prefque inutiles. Il faut auffi que le fléau puifle fe 
mouvoir très- facilement , fie pour cela il faut que fon axe foit 
bien aigu : mais plus il eft aigu , de quelque matière qu'il 
puifle être , plus il eft fujet à s'émoufler ; fie quand une fois 
il a perdu fon tranchant , la balance n'eft plus auffi mobile r 
parce que le frottement eft augmenté. Le frottement s'ac- 
croît encore par une autre caufe , qui eft la grandeur des 
poids dont on fe fert. Delà vient qu'une balance aflez fenfi-, 
Me pour pefer en petite quantité des matières très -pré-* 
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cieufes ; comme l'or & les diamants , ne pourrait fervîr long- 
temps à cet ufage , fi on Pernployoit à pefer auiïi des poids 
confidérables. 

Tant que le fléau eft horizontal, le poids de l'aiguille porte 
fur Taxe de la balance : mais lorfque le fléau penche d'un 
côté , on voit bien que le poids de l'aiguille favorife celle 
des deux puiflances qui a prévalu fur l'autre, Audi a-t-on 
foin communément de n'employer que de petites aiguilles , 
& même de leur donner un petit contre-poids que Ton atta- 
che fous Taxe de la balance^afin qu'il tourne en fens contraire 
de l'aiguille. 

Dans la conftruâion des grandes balances , on doit préférer 
des chaînes de métal aux cordes , (bit parce qu'elles réfiftent 
davantage, foit parce qu'elles font moins expofées aux in- 
fluences de l'humidité & de la fécherefle. Il faut auffi préfé- 
rer les matières les plus dures & les mieux polies pour en 
faire le fléau , ou tout au moins l'axe d'une balance folide ôc- 
facile à fe mouvoir. On peut au refte confulter fur cet objet 
les ouvrages de plufieurs Géomètres > Jac. Bernoullii opéra 
vol. I. . . Euleri dijquijitio de Bilançibus in Comm. Acad. Petrop. 
ad an. 1738 Tom. X. . . Lambert, Afla Helvetica. vol. j, &c* 

2 O 3 • Le pefon eft compofé d'un levier ou fléau A B 
qu'il faut tâcher de rendre le plus mobile que l'on peut au- 
tour' d'un axe C> par une fufpenfion à couteaux. L'un des 
bras C fi doit être beaucoup plus long que l'autre C A. Plus 
il y aura de différence à cet égard y plus les ufages du pefon 
feront étendus. Vers l'extrémité du petit bras on fuf» 
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pend un plat de balance propre à contenir des marchandife^ 
ou on attache un crochet avec lequel on peut les foulever. 
Tout le long de l'autre bras doit glifler librement un poids 
quelconque F, que Ton y fufpend par une efpece d'anneau: 
Cela pofé , le bafïin étant vuide , on approche le poids F, 
du point d'appui ou du centre de mouvement C, jufqu'à ce 
qu'il y ait équilibre entre les deux parties du pcfon. Suppo- 
fant alors que l'anneau H foit au point zéro marqué o fur le 
bras CB , il eft clair que fi on met un corps quelconque Q 
dans le plat de cette balance , l'équilibre fera rompu , juf- 
qu'à ce qu'on ait fuffifamment écarté du centre Cle poids F; 
& quand on aura établi eiîtr'eux l'équilibre que l'on fouhaite, 
on verra que le moment CA.jQ doit être égal au moment 
F .CH 9 moins le moment F.Co de ce même poids F, parce 
qu'on l'a déplacé de cette première divifion en o, Ponc 
CA . Q = F.Ho. 

Or il fuit de cette conftruâion que fi on divife la partie o B 
du levier en parties égales 01,12, 23 , 34, &c , dont la 
longueur foit celle du petit bras CA y le chiffre qui répon- 
dra au point où fe trouvera l'anneau H , marquera le nom- 
bre de fois que le corps propofé Q contient le poids F. Pat 
exemple , fi ce poids , y compris celui de l'anneau , eft d'une 
livre , & répond à la troifieme divifion , on conclura que 
le poids Q eft de trois livres ; Ôc ainfi des autres. Pour peu 
que l'on veuille multiplier les divifions du levier CB y on aura 
la facilité de pefer jufqu'atix moindres parties de la livre : 
mais pour les ufages ordinaires , il fuffit de partager en \ S 

parties 
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parties égales les intervalles déjà fixés , afin de pefer exafte- 
ment les onces. 

2 04« La balance Chinoife n'eft autre chofe qu'un pefon 
adapté à un plus grand nombre d'ufages. On s'en fert beau- 
coup à la Chine pour pefer jufqu'aux plus petits morceaux 
d'or. Figurez-vous donc un petit bâton d'ivoire A B , dont Fm; 
l'extrémité A porte un badin propre à contenir ce que l'on 
veut pefer. Ce bâton eft percé en C, de manière qu'un cor- 
don CD paflant à travers y foit- arrêté par un nœud. C'eft par 
ce cordon que Ton foutient la balance , dont l'autre bras CB 
idivifé en parties bien égales porte un contre-poids , que l'on 
éloigne du point fixe C, jufqu'à ce qu'il y ait équilibre* 
Mais afin de rendre plus commodes leurs balances > les Chi- 
nois en percent le fléau de deux autres trous E $ F, pour 
pouvoir lefufpendre fucceffivement par trois différents points. 
Il y a une divifion particulière pour chaque axe de fufpenfion, 
& le bàffin refiant toujours au même bout de la balance , on 
écarte plus ou moins le contre-poids. 

Au lieu de le rendre mobile , on pourroit faire mouvoir Fioj 
le baflïn > & ce nouveau pefon ferviroît également aux mê- 
mes ufages : mais > en général , il eft plus aifé de manier le 
contre-poids, & on fatigue moins le plat de la balance. 

2. 5 . Les Méchaniciens fe font beaucoup exercés à in- 
venter de nouveaux moyens de pefer toute forte de poids. 
Une des machines les plus ingénieufes qu'ils aient imaginées 
pour cet effet , confifte dans un quart de cercle B D foiide- Fw 
xnent établi fur fon pied P : au centre C fe trouve un axe 
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perpendiculaire au plan du quart de cercle , & autour de cet 
axe font difpofées trois poulies mobiles & concentriques 
1,2, 3 , qui ont chacune un cordon de foie au bas' duquel 
on peut attacher fucceffivement le baflin. Les diamètres de 
ces poulies font arbitraires : mais elles font toutes attachées 
à un même rayon C M fait de matière un peu pefante , de 
manière qu'elles ne peuvent tourner , fans que cette efpece 
d'aiguille ne tourne aufli. Le cordon attaché à la plus grande 
poulie fert à pefer les moindres poids. Les deux autres fer- 
vent par gradation à pefer des mafles plus confidérables. 

Ceft le centre de gravité G de l'aiguille CM qui fait les 
fondions de puiflance. Suppofofts en effet que le baflin étant 
vuide , C M réponde au point o ; il eft clair que fi on charge 
le baflin > l'équilibre fe rompra , en faveur de ce que Toit 
pefe ; le baflin defcendra donc jufqu'à ce que V Index CM 
foit monté vers D à une hauteur fuffifante , pour que fort 
centre de gravité agiflant par un levier plus long , puiûe 
fervir de contre-poids. 

Mais afin qu'une trop lourde maffe n'expofe point l'ai- 
guille à monter fubitement au-delà du point D , on ajoute 
un poids quelconque à fon extrémité M , pour la rendre 
plus pefante , quand on veut déterminer des poids confidé*- 
tables. Il eft bon aufli de placer en D un obftacle qui re- 
tienne l'aiguille dans le quart de cercle , au cas que fa pe* 
fanteur ne fuffife pas. On fent bien que le jeu de l'index au* 
tour du point C , ne peut guère être aufli libre que celui du 
fléau dans les balances ordinaires. Le frottement eft nécef? 
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faîrement plus grand > ainfi on ne doit s'en fervii que pour 
des poids au moins médiocres* On ne connpît rien de plus 
(impie ni de plus propre en même temps à pefer les plus 
petits poids, que les balances dont fe fervent les Jouailliers 
pour pefer les diamants, & les Effayeurs des monnoies pour 
pefer L'or. Ce font des balances ordinaires , mais qui font (i 
juftes que la millième partie d'un grain leur fait quelquefois 
perdre l'équilibre. On les nomme Trébuchât* , fie on a foin 
de les mettre à l'abri du vent , en les couvrant d'un petit réci- 
pient de verre. 

206. La facilité de pefer avec aflez d'exaâitude des ma- F < G - 
tieresbien moins précieufes, fait employer aufli une machine 91. 
d'acier dont la forme fe reconnoît aifément à la feule in£- 
peâion de la Figure 92. On fe fert encore d'une machine à 
peu près femblable , à laquelle on adapte un cadran , divifé 
fen plus ou moins de parties , félon qu'on veut pefer des poids 
plus ou moins lourds , voyez laFig. 93. Mais encore une fois, 
bfl ne doit pas s'attendre à une grande précifion dans l'ufage 
de ces dernières machines , parce que le frottement, le défaut 
d'élafticité , la rouille , 6c toutes les influences de l'air les 
vendent néceflairement imparfaites. 

À ces premières applications du levier , il feroit facile 
d'en ajouter une foule d'autres : mais tout le monde fait à 
quel point elles fe multiplient dans les divers ufages de la 
vie. Les rames des Bateliers , les bafcules, les ponts-levis, 
toutes les efpeces de cifeâux , de tenailles , de pincettes fie de 
manivelles , tout enfin dans la Nature offre des applications 

Vij 
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fans nombre de cette machine , qui pafle avec raifort pout h 
plus Ample & pour la plus utile de toutes. 

DE LA POULIE. 

Fie. 2 OJ. La poulie eft une efpece de roue dont le diamètre 
fie l'épaifleur font arbitraires. Sa circonférence CFD eft 
creufée en forme de Gorgt ,afin d 'y fixer la corde ^C2?,dont 
un bout tient au poids , fie l'autre à la puiflance, La roue en- 
tière eft mobile autour de fon axe ou tffieu E , dans la Chape, 
EG. 

Quand la chape eft fufpendue en G , la poulie eft fixe ; fie 
alors il faut pour l'équilibre que la puiflance B foit parfaite- 
ment égale au poids A : elle n'a donc aucun avantage fur le 
poids y à l'aide de cette machine , fi ce n'eft pourtant qu'elle 
peut, à fon gré, changer fa direâion, ce qui favorife fouvent 
fes efforts On en voit aflez d'exemples dans les poulies des 
puits , des greniers y des mâts , fiec» - 

Mais fi la corde qui entoure la poulie , eft attachée à un 
Fig. point fixe A par une de fes extrémités , pendant que la chape 
porte le poids M , la poulie alors eft mobile ; fie H eft clak 
que dans ce cas la tenfion du cordon A C, ou la charge de 
l'appui A doit être égaie à la puiflance B x fans quoi la poulie 
glifleroit fur la corde. 

Soit donc repréfentée par / fi la charge de f appui , fie pat 
KL la puiflance £. On aura la diagonale HK pour repréfentée 
le poids M, fie puifqu'on a B : M : : K L : H L, les triangles 
femblables HK L, CED, donneront B : M : : DEiCD* 
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Il faut donc pour établit l'équilibre dans la poulie mobile ; que la 
puijfance Bfoit au poids M y comme le rayon de la poulie eft à la 
foutendanre de Parc entouré par la corde. 

Ainfi tant que cet arc aura plus de 6o°, la puiflance aura 
de l'avantage , & le cas où elle en obtiendra le plus , fera 
celui où Tare enveloppé par la corde fera de 180 , ce qui 
arrivera toujours lorfque les deux cordons AC&cBD feront 
parallèles. On ne peut donc rien efpérer de plus favorable 
pour h puiflance, lorfqu'elle exerce fes forces par Fen- 
treraife d'une poulie mobile , que de la mettre en équilibre 
avec un poids double. Si Tare foutendu par CD z moins de 
6o° y on voit bien pourquoi la puiflance doit avoir du défa- 
vantage. Il ne faut pas oublier , au refte , de tenir compte du 
poids de la poulie , quand on veut une grande exa&itude dans 
le réfultat du calcul , & alors il fuffit de l'ajouter au poids 
de la mafle M. 

La propriété de la poulie mobile a donné lieu à une aflez 
belle invention, repréfentée par laFig. ^j. On y voit un Fl# ^ 
poids ou une puiflance Q dont l'a&ion fe communiquant par 9U 
le moyen d'une poulie fixe T à cinq poulies mobiles , fait 
équilibre au ppids P fufpendu à la cinquième. Toutes ces 
poulies font égales entr'elles > & les cordons qui les fou tien- 
nent font parallèles. Chacun de ces cordons eft attaché en A 
par une de (es extrémités à une pièce de bois ou à. un mus 
quelconque. 

Cela pofé , il eft évident que la première poulie mobile 
doit être en équilibre avec une puiflance Q deux fois moindre 
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que la charge de fa chape. Celle de la chape qui fuit , doit 
par la même raifon être quatre fois plus grande que cette 
même puiflance , & aiafi des autres , jufqu'à la charge de la 
poulie O iv qui n'eft autre chofe que le poids M > & qui fe 
trouve par- là en équilibre avec un autre poids ^ trente-* 
deux fois moins pefant. On peut donc , en multipliant les 
poulies mobiles , augmenter conûdérablement les forces 
d'une puiflance qui agit à l'aide d'une pareille machine. L'ex< 
preflion générale de cet accroiflement de forces eft P=2 m Q. 
Fie 2 O 8* On appelle Mouffle une machine compofée de plu- 
fieurs poulies A> B, C> D difpofées d'une manière quelconque 
fur une même chape AD. Une force médiocre fuffit dans une 
mouffle pour vaincre une grande réfiftance : mais l'effet de 
cette machine eft bien plus remarquable quand elle réunie 
une mouffle fixe à une mouffle mobile. Suppofons que la 
mouffle A D foit fortement attachée par les oreilles M & N y 
& qu'une autre mouffle G E portant un gros poids P > foie 
fufpendue horizontalement à la première par une feule corde 
H 7 tf j 4521 Q y dont l'extrémité Q eft tirée par la puif- 
fance. Cela pofé y cherchons la condition de l'équilibre entre 
le poids F & la puiflance Q : mais auparavant n'oublions pas 
d'avertir que le poids total de la mouffle mobile 6c de tout 
ce qui la concerne 9 doit être ajouté au poids P. 

D'abord il eft clair , par ce que nous avons dit de la poulie 
(impie , que la tenfion du cordon i eft égale à la puiflance Q $ 
que celle du cordon a eft égale à celle du cordon i , & ainfï 
de fuite. Tous ces cordons doivent par conféquent être tous 
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également tendus , fie la force de leur tenfion fera toujours 
mefurée par la puiflance Q. 

Or la tenfion d'une corde en équilibre vient dô deux puif- 
fances égales qui la tirent en fens contraires ; nous pouvons 
donc regarder chaque cordon , comme étant tiré de bas en 
haut par la puiflance Q , fie de haut en bas par une autre puif- 
fance égale à Q. Mais celle-ci ne peut évidemment tendre 
qu'à charger la mouffle fixe ; fon effet fera donc anéanti. La 
première au contraire tend à élever la mouffle inférieure ; 
ainfi on doit regarder chaque cordon comme la direction 
d une puiflance Q qui agit pour élever la mouffle E F G. Si 
on décompofe donc chacune de ces direâions en deux au-* 
très , Tune horizontale , dans le fens de la mouffle > fie l'autre 
verticale , on verra que les premières doivent fe "détruire 
mutuellement*, afin que la mouffle n'ait aucun mouvement 
horizontal ; fie que les autres font employées à foutenir le 
poids P. Soit donc A l'angle que fait un cordon quelconque 
avec l'horizon ; il eft aifé de voir que QJtnAtfï l'effort ver* 
tical quiréfulte de la puiflance Q dirigée fuivant ce cordon» 
Ainfi la fomme de toutes ces puiflances , oxxfom . Q_finA , 
ou Qforn .finA=*P. Il faut donc, pour établir l'équilibre 
dans cette machine , que la puiflance foit au poids comme le 
finus total eft à la fomme des finus des angles que font avec 
l'horizon les cordons aboutiflants à la mouffle mobile. 

Et par conféquent , lorfque ces cordons font parallèles , la 
puiflance doit être au poids, comme l'unité eft au nombre des 
cordons qui aboutiflent à la mouffle mobile. Cette difpofitioa 
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eft donc la plus favorable de toutes aux efforts de la puif? 
fance. 
**•• La condition que nous venons d'expofer , n*a pas moins 
lieu , quand les deux mouffles font verticales : mais alors 
il faut que les poulies foient d'inégales grandeurs , & fi 
on veut que les cordons foient parallèles , il faut que îtt 
diamètres des poulies que la corde embraffe fucceffivement, 
fuivent une progreffion arithmétique dont la différence foit 
le diamètre de la plus petite poulie. 

Suppofant donc que les poulies D, E,C,F,B 9 G,A 
foient refpeûivement , quant à leurs diamètres , comme 

1 * 2 > 3> 4:> S >6 >7 * on aura P our l'équilibre la condition 
fuivante. Le poids doit équivaloir à autant de fois la puif- 
fance y qu'il y a de cordons aboutiffants à la mouffle mobile. 
Enforte que dans le cas préfent , une puiffance Q fept fois 
moindre que le poids P> le foutiendroit en équilibre. 

L'ufage des poulies moufflées eft fort commun dans les 
manœuvres des vaiffeaux , & généralement par-tout où il 
s'agit d'élever de gros poids. Elles font d'autant plus com- 
modes qu'elles n'exigent , pour être mifes en jeu , ni beau-* 
coup d'efpace > ni de grands efforts. Au refte les avantages 
qui peuvent en réfulter pour la multiplication des forces , 
ne paffent jamais certaines bornes : parce qu'en augmentant 
trop le nombre des poulies 6c des cordons , le frottement 
devient fi confidérable , qu'il n'y a prefque plus rien à gagner 
pour la puiffance. 

Il y a plufieurs autres arrangements de poulies , qui ten- 
dent 
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'? lus ou moins à multiplier les forces : mais nous n'en- 

I s pas dans un plus grand détail fur cette matière. 






if TREUIL et DES MACHINES 



r « s- 1 QUI s'v RAPPORTENT. 
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a ? g >9* Sur deux appuis yf, ^f repofe un cylindre BB Fw* 

? S a ^ les extrémités ou Tourillons peuvent tourner aifément 
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3- g les deux trous ou fentes des appuis. Perpendiculaire- 
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** : à ce cylindre , appelle aufli Tambour , eft fixée une 
# , que la puiflance s'efforce de faire tourner. Elle en- 

^e dans fa révolution le tambour auquel eft attachée une 
corHe C C qui foutient le fardeau , & qui l'élevé peu-à-peu , 
à mefure que le cylindre tourne. Cet enfemble forme le 
Treuil, dont l'ufage eft fi commun aux environs de Paris & 
ailleurs , pour tirer le6 pierres du fond des carrières. 

Souvent au lieu de la roue > on fe fert d'une fimple mani- 
velle ou de deux leviers qui traverfent le cylindre : mais en 
regardant ces leviers comme autant de rayons d'une même 
roue, on voit bien que c f eft la même machine. Il par oit feu- 
lement que la révolution du tambour produite par la force 
des leviers eft moins uniforme que celle qui s'opère par la 
roue: mais aufli le volume des leviers eft moins embarraf- 
fant. On voit de ces fortes de machines fur tous les Haquets , 
ou voitures deftinées à tranfporter les pièces de vin. 

a I O. Dépouillons maintenant la Fig. p8 de tout fon ap- 
pareil extérieur , pour ne confidérer que les parties effen- 

X 
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Fig. tiellement relatives à l'équilibre. Soit donc AB Taxe du 
cylindre appuyé fur les deux extrémités A & B : foit D FE 
la demi- circonférence de la roue , à laquelle eft appliquée la 
puiiïance P> fuivant la tangente FM P : foit H le point où 
la corde H Q touche la furface du cylindre, dont G H repré- 
fente le rayon ou la perpendiculaire menée du point H fur 
Taxe A B. Imaginons enfin que l'interfeâion du plan vertical 
DFE de la roue avec le plan horizontal A BH> foit la 
droite CM 0. 

Cela pofé , fi on conçoit la puiflance P appliquée en M & 
repréfentée par M N , on pourra la décompofer en deux 
forces, lune horizontale exprimée par M 0, l'autre verti- 
cale exprimée par MR. Or la première eft dans la direâion 
du point C ; elle eft donc détruite par la réfiftance de l'axe , 
& tout fon effort fe réduit à charger horizontalement les ap- 
puis A & B. C'eft donc la féconde de ces forces qui doit feule 
faire équilibre au poids Q dirigé fuivant HQ. 

Imaginant donc le levier MKH dont l'appui eft en K 9 
on aura pour l'équilibre, MR:Q:: HK: MK\ d'ailleurs 
les triangles K MC f KG H font femblables , ainfi que les 
triangles MNR , M FC\ on aura donc i°, HK : M K, ou 
bien M R:Q: iGHiCM; 2% MR: MN: : CF: CM; 
d'où on tirera 

Q.GH=CF.MN=CF.P 
c'eft-à-dire, que F équilibre dans le treuil exige que lapuiffance 
appliquée à la roue , foit au poids comme le rayon du cylindre efi 
au rayon de la roue / ou ce qui revient au même, l'équilibre a 



DE MÉCHÀNIQUE. rtfj 

lieu dans le treuil , lorfque les moments de la puiflance & du 
poids y pris par rapport à Taxe , font égaux. 
. 2 11. Pour déterminer la charge des deux appuis A 6c B , 
il faut décompofer la force horizontale MO , ou ~P en 
deux autres dont Tune foit dirigée vers A , l'autre vers B. 

ISA F C B 

Celle qui paffera par A, fera A a' ' ==* g-jjj- • -jj P; celle qui pat 
fera par B , fera B V = ^-.. jj P. 

Pareillement les dfeux forces verticales MR & Q fe ré- 

CF 

duifant à une feule , Q -f- jW R ou Q h- -^ P, qui pafle par K f 
on la décompofera en deux autres forces verticales dirigées 
fur A & fur B , dont la première A a aura pour exprefCon 
■— T Q^-^-Pl, pendant que la féconde fera repréfentée 

par BA=s-jj ( Q ~*~cïf ^ )• Achevant donc les re&angles 
Aata n a> Bb 9 b"b> les diagonales A a"> Bb M exprimeront les 
charges des appuis A & B. 

a 1 2. La condition de l'équilibre dans le treuil nous fait 
roir que la puiflance a d'autant plus d'avantage , qu'elle eft 
appliquée à une plus grande roue. Cette roue , au refte, peut 
être placée par-tout où Ton veut, dans la longueur du cy- 
lindre, fans que l'équilibre en foit troublé. On pourrôft ftp- 
pofer , par exemple , la fe&ion G H dans le même plan quie la Fig. 
roue , & l'équilibre n'en fèroït pas moins exprimé par Féqua- 
tion P. G F =* Q .G H; car alors les deux forces P & Q 
luttant Pune contre l'autre fur le levier angulaire FCH, leurs 
efforça fcroient égaux, auffi-tôt que l'on aurait r . GF=*- 
Q.GH. 

• • * 
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Remarque!, 

* 

2 I 3 • La corde dont on fe fcrc dans le treuil étant prèfque 
toujours d'un diamètre notable , & l'aâion de la puiflance fe 
tranfmettant au poids par Taxe même de la corde , il faut 
ajouter le demi- diamètre de la corde , foit au rayon du cy- 
lindre , foit au rayon de la roue. 

- Et delà vient qu'il faut augmenter la puiflance , Iorfqu au- 
près avoir couvert toute la longueur du cylindre d'un pre- 
mier rang de corde > on vient à en mettre un fécond > ou 
un troifieme , &c. 
fig. 2 1 4- Si au lieu d'être horizontal 5 Taxe du treuil eft per- 
pendiculaire , la machine porte alors le nom de Cabeftan. Or* 
s'en fert fréquemment pour amener peu-à-peu des mafles 
confidérables , comme des pierres énormes, des blocs do 
marbre , des ftatues équeftres de bronze, &c. On commence 
par Les foulever avec des leviers , de manière à pouvoir in«" 
troduire des rouleaux deflpus. Quelquefois auffi on les éta«* 
blit fur une forte charpente Soutenue par des roues très-i 
épaifles & maflives , puis on enfonce bien avant dans la terre 
un pieu K auquel on attache le cabeftan. Quatre hommes , 
ou plus s'il le faut , appliqués chacun à un levier font tour- 
ner le cylindre , la corde s'enveloppe à mefure fur fa circon- 
férence y & le poids avance d'autant. Quand il eft près du 
pieu , on attache le cabeftan plus loin , on recommence la 
même manœuvre , & à force de la continuer > une (impie 
poignée d'Ouvriers peut enfin venir à bout de traîner jufqu'au 
lieu de leur deftination ces poids immenfes. 
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Ceft ainfi que malgré tout le frottement qu'il faut vaincre, 
flous Voyons fi fouvent remuer fans de grands efforts les plus 
lourdes maflës. Quand il s'agit de les amener à de petites 
diftances , on fixe à demeure le cabeftan , & on met en jeu 
fes leviers y pendant qu'un homme aflis près du cylindre dé- 
veloppe les premiers tours de corde à mefure qu'il s'en forme 
de nouveaux. À Paris > tout le monde connoît cette manœu- 
vre ; elle fert continuellement à décharger les bateaux de 

pierre, &c. 

Remarque IL 

• 2 I j • Les treuils dont on fait ufage pour la conftru&ion 
des bâtiments médiocres, font ordinairement portés fui 
deux pièces de bois qui font un angle , au fommet duquel fe 
trouve une poulie entourée par la corde* On appelle Grue 
ceux qu'on emploie dans les grands édifices. 
, Or dans une grue , l'aflemblage de toutes les parties du cy- 
lindre 6c des roues fait équilibre à une grande pièce de bois 
dont la direâion eft oblique à l'horizon, & qui porte des 
poulies fixes fur lefquelles paffe la corde. Le tout eft très- 
mobile fur un pivot , de façon qu'ayant élevé le fardeau à 
une certaine hauteur , on peut le faire tourner aifément tout 
autour de la grue. 

Et pour donner plus de force à cette machine , on difpofe 
ordinairement à chaque extrémité du cylindre , une roue de 
fix pieds de rayon , fur laquelle on monte par de petits échel- 
Ions y afin de s'aider de fon propre poids > ou fi elles ont 
un tambour chacune , les ouvriers les font tourner , en 



itftf TRAITÉ 

marchant ptufîeurs cnfcmble dans l'intérieur du tambour* 
fjj s 1 1 6. Représentons par C A B le quart de la roue dans 
lequel ces hommes marchent, & par M, M', M'\ M "', B, les 
points ou leur pefanteur agit fuivant les perpendiculaires 
F M y P'Af', P"Af", &c. Appellant donc M % M'> &c; 
leurs poids refpe&ifs , nous aurons pour lexpreffion de leurs 
moments rapportés au centre C, les produits M. CP , M' . 
CP'> &c, dont la fomme doit être égale au moment de 1* 
mafle qu'ils élèvent. 

Soit donc CE le rayon du cylindre , P le poids à foute- 
nir ; on aura P . CE « M. CP~h M.CP' -H M " . CP" -+. 
M"' . CP"< -+- B . CB ( en fuppofant qu'il n'y ait qùune 
feule roue ; car s'il y en avoit deux égales en dimenfions & 
en puiflances , la fomme de leurs moments feroit évidem- 
ment double ). j 
a i 7 «Prenons pour exemple une grue qui ait deux roues, 
fur chacune defquelles agiffent n hommes tous d un poidà 
égal , & tous appliqués à des diftances égales A M, MM' 9 
&c. Soit 'M le poids d'un de ces hommes , r le rayon C E 
du cylindre , augmenté du demi-diametre de la corde * A le 
rayon CA de. la roue , fie l'arc AM= —£**• On aura 

P.r= 2 M . R (finx -\-fin 7.x -+-fin $x -+- •^rjînnx, ou i ) 

Or ta fomme de cette férié eft i±f!ÎIl > ( Voyez le premier 
volume de TIntrodu£tion à l'analyfe des infinis, par M, 
Euler ). On réduira donc l'équation précédente à celle-ci % 
P.r =*M.R(i-i-cotix). 
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Exemple. 

Le rayon de chaque grande roue ayant 8 pieds de lon- 
gueur, & celui du cylindre joint au demi - diamètre de la 
corde , n'ayant que 6 pouces , on demande le poids P que 
6 hommes appliqués à chaque roue pourront tenir en équi- 
libre f 

On eftime à ijolfe le poids moyen d'un homme. Aînfi en 
fubftituant dans la formule précédente toutes les valeurs des 
quantités qui la compofent, on trouvera que P =\6 . 
iyo(i-4-^W7°3o / )= i6. ijo. 9rf9S7f4i 5=20^,80^84; 
-Ce poids fera donc de 20530Tb; & pour peu que Ton aug* 
mente les forces motrices > jufqu'à leur faire vaincre la ré* 
fîftance des frottements , on élèvera à volonté cette lourde 
mafle. 

La même formule feroit également connoître le nombre 
d'hommes qu'il faudrait appliquer à chaque roue , afin de 
mettre leurs efforts en équilibre avec un poids quelconque 
donné, 

2 1 8* U ne faut pas oublier dans les calculs relatifs aux 
ufages des grues , d'avoir égard aux poids & à la roideur des 
cordes qu'on emploie. Plus elles font groffes , plus on a de 
la peine à leur faire prendre la forme du cylindre ; & quand 
elles font neuves , leur roideur eft encore plus difficile à 
vaincre* On éprouve auffi plus de difficulté à cet égard , foit 
lorfqu'elles foutiennent de plus grands poids , foit lorfque 
le mouvement des roues eft plus rapide , foit enfin lorfque 
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les poulies qu'elles enveloppent, font plus petites. Quant 
à leur propre poids , on doit auflî en tenir compte , mais 
fur-tout quand les fardeaux à élever exigent de gros Cables , 
pour la fureté des manœuvres. 

Remarque III. 
219. Les différents Rouages ne font autre chofe que des 
treuils , dans lefquels la puifTance agit fur la grande roue à 
r aide de fes propres dents. Ce qui tient alors lieu du cylin- 
dre eft une roue dentée beaucoup plus petite, adaptée fur 

Fig. l'axe ou Tige de la grande roue > de manière quelle ne peut 
tourner fans que la grande ne tourne auflî. Pour diftinguer 
l'une de l'autre , on appelle la petite un Pignon ; fes dents 
s'appellent des ailes. 

Les dents des roues font ordinairement taillées dans leur 
plan , c'eft-à-dire , en allant de la circonférence vers le cen- 
tre : mais il n'eft pas rare d'en voir qui font taillées perpenr 
diculairement au plan des roues. Alors la roue s'appelle roue 

Fxg. en couronne ou roue de champ. 

Quelquefois auflî au lieu d'un pignon on emploie une ef* 
pece de cylindre creux , appelle Lanterne , dont la furface 

Fie. convexe eft remplacée par des fufeaux parallèles çntx'eux & 

105 ' difpofés à des diftançes égales. Ces fufeaux produifent le 
même effet que les dents ordinaires. On en voit dans tous 
les moulins. 

F**- 220. Suppofons maintenant une roue y4 dentée ou non 
dentée , fur laquelle agiffe une puiflance Q , fuivant la tan-r 
gente M Q : elle porte fur fa tige un pignon a qui engrené 

un0 
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fcne roue dentée B : la tige de celle-ci porte un pignon b 
qui mené une troifîeme roue C ; & pour ne pas multiplier 
davantage les pignons & les roues , nous fuppoferons que la 
roue C porte fur fon axe un pignon y ou un cylindre c autour 
duquel la corde N P qui fufpend le poids P , s'enveloppe à : 
xnefure que tout le rouage tourne. Cherchons > cela pofé , le 
rapport qu'il doit y avoir entre la puiflance Q & le poids P y 
pour que l'équilibre ait lieu. 

: Soient R , R' y R" les rayons des roues A ,B 9 C; (oient 
r y r f , r 9 les rayons de leurs pignons refpe&ifs a y b 9 c\ & 
foient enfin défignées par a $ b y P les forces avec lefquelles 
tendent à tourner les points tangents de ces pignons. Nous 
aurons par la propriété du treuil , 

Qiar.r.R a: b:: r* : R' b:P::r": R»; * 

& multipliant ces trois proportions , il en réfultera 

Q : P : : rr'r": RR'R». 
J}onc pour établir f équilibre à l'aide des roues dentées, il faut 
que la puijfance /oit au poids , comme le produit des rayons de 
tous les pignons efi au produit des rayons de toutes les roues. 

Ainfilorfque le rayon de chaque pignon eft la dixième par* 
tie du rayon de la roue,& qu'il y a 3 pignons & 3 roues, une 
puiflance mille fois moindre qu'une autre > une feule livre , 
par exemple > en foutiendroit mille , & fi on ajoutoit feule- 
ment deux roues & deux pignons de plus, cette même livré 
en contrebalancerait cent mille. Peu de machines font donc 
Suffi propres que les roues dentées , à multiplier les forces. 

. 2 2 J . Af ais eonfidérons le rouage en mouvement , 6c 

Y 
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Fie. fuppofons que le pignon a mené tout cet enfemble de roue* 
& de pignons. Soient repréfentés par n,r/\z% nombres des 
ailes des pignons a & b y & par iV, Af ' les nombres des 
dents des roues B & C. Il eft évident que le premier pignon a 
ne peut faire un tour entier > fans que la roue B ne farte une 
partie de fa révolution. Cette partie doit répondre à » de 
fes dents , 6c fon expreffion générale eft la partie -~ d'une de 
fes révolutions totales. 

La roue C doit pour les mêmes raifons faire une partie de 
ion tour , laquelle eft vifiblement une fraâion — de la quan- 
tité ~ dont la roue B a tourné. Ainfi pendant que le pignon 
fait un tour entier 5 la roue C n'en fait que la -^ partie» 

2 2 2. Il fuit delà que quelque foit le nombre des roues > 
on a toujours cette proportion. Le nombre de tours faits par le 
pignon qui mené le rouage eft au nombre de tours faits par la der~ 
niere roue > comme le produit des nombres de dents de toutes les 
roues ejl au produit des nombres d'ailes de tous les pignons.. 

223* Donc fi le rouage étoit mené par la roue C, la 
vîtefle de cette roue feroit à celle du dernier pignon a, 
comme le produit des nombres d'ailes de tous les pignons 
eft au produit des nombres de dents de toutes les roues. 
Et par-là on peut déterminer dans tous les cas les nombres de 
dents ou d'ailes qu'il convient de donner aux différentes 
pièces d'un rouage , pour que la première roue faifant un 
tour en un certain temps > la dernière faffeun tour suffi en 
un autre temps donné. Rien de plus ingénieux dans l Horlo- 
gerie que les applications que l'ont a faites de ce principe aux 
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divers mouvements qui marquent les fécondes ,* les minutes, 

les heures , les jours , les mois, & le cours des Aftres. Ef- 

fayons de développer un peu ce méchanifme , en le confidé- 

yant dans les Montres ordinaires. 

2 24* Ce ^i donne le mouvement à toute la machine, 
eft un reflbrt fpiral caché dans le tambour ou Barillet A , le- FlG - 

r io8 # 

quel eft mobile autour de fon axe. On bande ce reflbrt avec 
la clef de la montre, ( c eft ce qu'on appelle aflez impropre- 
ment monter une montre ) ; & comme il eft attaché par une de 
fes extrémités à Taxe du barillet , 6c par l'autre à la furface 
concave de ce petit tambour , il faut qu'en fe débandant , il 
le faffe tourner. Or le tambour porte fur fa furface convexe 
une petite chaîne d'acier qui lui eft attachée par un bout, & 
qui l'eft par Vautre à la Fuj7e B , efpece de colloïde , dont 
elle peut ordinairement faire fept fois & demi le tour. Cela 
pofé, quand on tourne la fufée , au moyen de la clef ap- 
pliquée fur fon axe P , on fait tourner en même temps le 
barillet. Ainfi le reflbrt intérieur fe bande , à mefure que la 
chaîne pafle du tambour fur la fufée* 

Maie au moment ou vous ceflez de tourner la clef , le 
reflbrt commence à fe débander , le barillet tourne en fens 
contraire, la chaîne revient fur fa furface , & la fufée fc 
dévide peu-à-peu. Il eft vrai que les forces du reflbrt dimi- 
nuent à mefure qu il fe débande : elles ne pourroient donc 
faire mouvoir uniformément la fufée , ce qui eft abfolument 
eflentiel, fi on n'eue pas trouvé des moyens de compen- 
se leur diminution. Voici d'abord le plus efficace. Au lieu 

Yij 
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de donner à la fufée une forme cylindrique , on a imaginé de 
lui donner celle d un conoïde tronqué y afin que les mo- 
ments des forces du reflbrt fuflent conftamment égau* 
entr'eux. Cette précaution fuffiroit feule pour maintenir 
une parfaite uniformité dans le mouvement du rouage , fî on 
pouvoit s'a durer dans la pratique y que le reflbrt fe débande 
toujours fuivant une même loi , 6c que la fufée a bien exac- 
tement la forme qu'elle doit avoir. Mais comme il neft pas 
poflible d'avoir fur ces deux points une entière certitude, on 
a remédié à ce double inconvénient par d'autres moyens. 

2 2 J. Avant de les faire connoître, fuivons pas-à-pas les: 
effets du reflbrt. On tâche de le difpofer de manière qu'il ne 
puifle être entièrement débandé , qu'au bout de 30 heures ; 
ainfi la fufée qui a fept tours & demi à faire , fait réguliè- 
rement un tour toutes les quatre heures. Sa bafe eft garnie 
d'une roue de 48 dents bien égales , qui engrènent unr 
pignon de 1 2 ailes bien égalifées aufli entr'elles. Ce pignon 
doit donc achever fa révolution dans une heure ; & par confé*- 
quent fi on fixe une aiguille à l'extrémité de fa tige prolon- 
gée jufqu'au cadran , cette aiguille marquera les minutes. 

226. Relie à faire mouvoir l'aiguille des heures ;& pour 
cela on a imaginé un rouage placé entre le cadran & la P/a- 
tine du mouvement. Le pignon M eft placé fur la tige de la 
roue des minutes; il fait donc un tour par heure. D'ailleurs 
il engrené la roue N dont le pignon P élevé au-deflus de 
fon plan fait mouvoir la roue Q. Cette roue eft d une même 
pièce que le Canon ou petit cylindre creux auquel eft attar 
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chée l'aiguillé des heures , & au milieu duquel doit tourner 
librement la tige de l'aiguille des minutes. On la voit dé- 
crite féparément dans la Fig. 1 1 o : il n'y a plus qu a la Fiw 
concevoir fufpendue au cadran par le moyen du canon , en- 
forte qu'elle puiffe tourner aifément, comme elle le feroit 
autour de la tige des minutes. 

Mais on peut fe former une idée encore plus claire de 
tout ce rouage , en jettant les yeux fur la Fig. 1 1 1 qui en Fio. 
repréfente une coupe perpendiculaire fuivant la tige de la 
roue des minutes. Cette tige K porte le pignon M M qui 
engrené la roue N N. La roue NN porte fur fa tige le 
pignon PP qui engrené la roue QQ 9 dont ie canon 
creux C CE E porte enfin à fon extrémité fupérieure C C 
l'aiguille des heures C D. 

227. Or pour déterminer maintenant les nombres conve- 
nables de dents des roues N & Q , & ceux des ailes des pi- 
gnons P & M y défignons ces quatre nombres par les lettre? 
mêmes N y Q,P y M de ces roues & de ces pignons. Puifque 
la roue Q ne fait qu'un tour , pendant que le pignon en fait 12, 
on aura (222) 12P . M=*N .Q, d'où il fuit que ce pro- 
blême & tous ceux de même nature font r en général^ fore 
illimités. Cependant fi on fait attention 1 °, que les indéter- 
minées P , M , N y Q doivent être des nombres entiers ; 
2°, que le nombre des ailes d'un pignon ne doit pas pa£- 
fer 12 , autant qu'il eft poffible ; 3% que le nombre des 
dents d'une roue ne doit jamais excéder 1 00 , quand on ne 
veut pas faire la montre trop grofle , on comprendra facile- 
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ment que le nombre des folutions poflibles eft fouvent fore 
limité. Dans le cas prêtent , entr'autres , il n'y a pas beaucoup 
de manières de remplir. les conditions énoncées dans le pro- 
blême ; une des plus (impies eft de donner indifféremment 
10 & i a ailes aux pignons P,M, auquel cas la roueJVàc la 
roue Q auroient 40 & 3 6 dents. On pourrait auffi prendre 
les moitiés de ces quatre nombres. 

228* Nous remarquerons , en paflant , que les nombres 
des dents d un rouage étant déterminés , la grandeur des 
joues 6c des pignons n eft plus arbitraire» En effet , pour 
qu'une roue puiffe engrener exaâement un pignon, il faut que 
l'intervalle entre les points touchants de deux dents consé- 
cutives foit égal à l'intervalle entre les points touchants de 
deux ailes consécutives. Donc fi N eft le nombre des dents 
de la roue , fit n le nombre des ailes du pignon, le rayon de 
la roue doit être à celui du pignon , comme le finus de — jp 
eft au finus de -^— . ( Par rayon , nous entendons ici > comme 
à l'ordinaire > la diftance du centre au point de contait ). 
Fie. Pans le rouage précédent , nous aurons donc 

MN— £^LI1 f8tOp = ^^ : maisil y a une condi- 
tion de plus ; il faut que NN-+MM= P P •+• SI Q_ > ou 

' m* 1* Jî*M°-HS-M° nn Jîn i8° -4- /&»4° • 4<>' 

<jue MM / ■ Ml i — PP. Â jjrp i ce qui 

nous donnera 

fi*$° 

pp — mm , /»">•. qrr.ftQo' 

rr — mm 'fin j«. fin n» 1 i'.cof6'v' 

Q Q - MM - /T° r ' 'f C ' * H rZ<> • 

^■^ Jî»$° » finit ij •coJ6°4S'. 



ni 



DE MÉCHANIQUE. i 7 j 

Calculant ces valeurs par logarithmes > on aura 
JfN = 2,9696 MM=* ajf M M. . . . PP = 0,8038 Af M 
tefiAfAf.....££ =3,i5y8MAf = 3 ±MM. Ainfî 
le rapport que doivent garder entr'elles toutes ces diffé- 
rentes pièces du rouage eft déterminé. 

229. Ceft donc avec un tel rouage caché entre le cadran 
6c la platine adhérente , qu'on peut faire marcher l'ai* 
guille des heures avec celle des minutes ; & il ne faudroit 
rien de plus pour la conftru&ion des montres , fi le reflbrt 
pouvoit feul faire tourner la fufée avec une parfaite unifor- 
mité- Mais le froid & le chaud , l'humidité & la fêcherefle , 
tes diverfes portions de la montre , tout confpire à faire 
débander inégalement le reflbrt. D'ailleurs fi on ne lui op- 
pofoit pas une réfiftance qui pût ménager fa force , la fufée , 
su lieu de fe dévider en 30 heures, fe devideroit dans un inf- 
tant. Le Balancier produit cette réfiftance ; & voici comment. 

Un rouage mené par une roue placée fur la tige des minu- 
tes fait mouvoir une dernière roue nommée Roue de rencontre^ 
qui engrené les palettes du balancier. On donne à cette 
roue un nombre de dents impair , afin que chaque dent (bit 
diamétralement oppofée à un efpace vuide,6e que par-là deux 
dents ne puiffent jamais rencontrer à la fois le balancier. 
Cette conftruction fait que les palettes font alternativement 
pouffées par les dents fupérieur es fit inférieures de la roue de 
rencontre , & à mefure que cette roue avance d une dent, 
le balancier fait deux vibrations. Oi il en fait 17280 par 
heure , dans les montres 
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La. roue du balancier fait fes vibrations dans le Coq> oîï 
elle eft aflujettie à un petit reflbrt fpiral qui réfifte à Ton 
mouvement ou l'accéléré , fuivant le befoin. Cette réfiftance 
ou cette accélération fe tranfmet à toute la machine , 6c 
rend le mouvement beaucoup moins irrégulier. On fait d'ail- 
leurs qu'en tournant l'aiguille de Rofitte placée près du coq ,' 
on retarde ou on avance la montre > parce qu'on alonge ou 
on diminue par- là cette partie du reflbrt qui modère les 
vibrations , & qui réfifte plus ou moins au mouvement du 
balancier , félon qu'elle eft plus ou moins courte. 

230. Déterminons maintenant le rouage qui étant mené 
par une roue placée fur la tige des minutes , doit produire 
17280 vibrations du balancier par heure. 

La première roue eft celle qui fait un tour par heure ; elle 
eft repréfentée ici par R. Le pignon r que vous lui voyez 
Fie* engrener , porte à fa tige la roue R', qui engrené le pi-. 
$ ii'i. gnon r 1 . Celui-ci porte fur fa tige la roue de champ R"; cette 
roue engrené le pignon r", & ce dernier pignon porte 
enfin la roue de rencontre R! n . Telle eft ordinairement la 
difpofition de ces fortes de rouages : & quoique toutes les 
montres ne foient pas faites de la même manière > les prin- 
cipes du calcul fuivant n'en font pas moins généraux. 

Soient R , R', R", R iU les nombres, refpeâifs des dente 
qu'il faut donner aux roues défignées par ces mêmes lettres ; * 
foient r, r', r" les nombres d'ailes de leurs pignons. Pen- 
dant que Ja première roue Refera un tour y le pignon r" ou 
la roue R!" fera un nombjce de tours généralement exprimé 

pat 
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t>ar * y ,, . Cette roue fera donc pafler d'heure en heure 

r * i • R R' R u R'" 

un nombre de dents exprimé par — — V- ^ — . Or chaque 

dent produit deux vibrations du balancier ; donc ' R ' ' - 

doit donner 17280 vibrations : on aura donc R.Rf. R". R f " 

= 8(^40 . r . r*. r" , Se fuppofant tous les pignons de fix ailes 

chacun , on trouvera R . R'.\R /y . R 7// = 1728 .$.6.6.6. 

Mais comme la roue de rencontre doit avoir un nombre 

impair de dents , & qu elle ne peut guère en avoir moint 

de 13 , ni plus de 17 , il n'y a qu'à lui en fuppofer 1 $. Alors 

R.R! '. R" ' s=s 1728 . 2 . 6 . 6 = f4 • 48 . 48. On pourra 

donc donner y 4 dents à la roue R, 48 à R', & 48 auffi à R"; 

la roue de rencontre en aura 1 ;,& chaque pignon aura 6 ailes. 

Les deux problêmes fuivants fe réfolvent de la même 

manière. 

Problème L 

£ 2 3 O. Trouver les nombres de dents & d'ailes de toutes 
les pièces d'un rouage , qui étant mené par un pignon placé 
fur la tige de la roue des heures , ne feroit faire qu'un feut 
tour à la dernière roue , pendant le cours d'une année com- 
mune , c'eft-à-dire , en 36 j* j h 49'. 

Le pignon placé fur la tige de la roue des heures fait un 
tour en 12 heures, & la dernière roue doit en faire un en 
3 (S S i 5 h 49' > ou en 87 tf $ h fâ , qui en divifant par 1 2 donne 
73° fri- Soient donc ty^^r" les nombres des ailes des trois 
pignons ; foient R , R! y R" les nombres des dents des trois 
loues y on aura R . R* . R" =3 73of^r . r 7 . r". 

Cela pofé, poiur que R ♦ R'. R" foit un nombre entier , il 

Z 
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faudra prendre r • r*. r" = 720 , dont les fadeurs 8 y 9 , 10 
font des nombres propres à donner les ailes des trois pi-» 
gnons. Il eft vrai que cette fuppofition entraîne un incon- 
vénient , favoir que R. R'. R" devient alors égal à J 2 S9^9 y > 
qui ne peut pas fe décompofer en trois fadeurs propres à 
donner les nombres de dents des trois roues R > R' y R" 1 
mais on y remédie , en cherchant par voie d approximation > 
ce que le calcul ne peut donner d'une manière exa&e. Voici 
comment. 

Puifque la queftion fe réduit à faire enforte que j~% r.r*.r** 
foit un entier , voyons fi en le diminuant de la plus petite 
quantité poflible — , nous ne pourrions pas en faire un 
entier. Pofons donc 345? ' r * r * ~ ~ -a £ ou r • r'. r /; =ar 

— . Le refte de cette divifion eft — 3 & fi on le muk 

tiplie par 16 > le refte fera —• Multipliant par 1 itf, 6c 

prenant le refte de la rédu&ion , nous aurons qu£ 

doit être un entier E 1 ; donc E = 34P E' -h 1 1 1 <f. Subfti-r 



tuant cette valeur , on aura r . r*. r" = 720 £' -+- 22p «r , 6c 
R m R'.R"= j 25P4P é'+i £728 if, en rejettant dans cette 
dernière équation, la quantité — , qui n'eft d'aucune confé- 
quence , comme nous le verrons bientôt. 

On peut maintenant donner à £' & à f telles valeurs que 
Ton voudra, jufquà ce que les produits r . r'. r", & R . R*. R" 
puiffent fe décompofer. en fadeurs convenables* Si on fait 
reffai de plufieurs , on trouvera que celles qui réufliflent fonc 
£'= — 1 , & ^= 4; d'où on déduit r . r>.r" = iptf, & 
R.R'.R"s= 14317;. Les fadeurs de iptf font 4., 7>7* 
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*cux de 143 X 7J font 2 y, 69 , 83 : on peut d'ailleurs doublet 
l'un des trois premiers , pourvu qu'en même temps on double 
l'un des trois derniers, Àinfî le problême fera réfolu , en 
prenant trois pignons de 7,7* 8 ailes, & trois roues de 
S° y 69 > 83 dents > difpofant le tout d'une manière quel- 
conque : car il eft indifférent de donner à telle ou «elle 
voue un des trois derniers nombres de dents. 

Or quoique nous ayons négligé une petite fra&ion dans le 
calcul précédent > il n'y a pas à craindre qu'il en réfulte d'er- 
reur fenûble. A peine la correâion deviendrait- elle nécef- 
faire après avoir laiffé accumuler pendant un grand nombre 
de périodes , toutes ces petites erreurs. Pour s'en convaincre, 
il fuffit de voir ce qui fe pafle dans un tel rouage. En effet 
les nombres des dents & des ailes étant • fuppofés tels 
que ceux qui viennent d'être déterminés , il eft clair que la 
première roue faifant un tour , le premier pignon en fera 
' * * l p ; & puifque ce pignon fait un tour en 1 2 heures , la 
première roue en fera un en — - heures — 
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36? j h 48' ±j. Ainfî le problême eft réfolu à ^7 de minute 

près , ce qui donne une approximation plus que fuffifante. 

Problême II. 

231. On demande quel*' doivent être les nombres de 

dents & d'ailes d'un rouage, pour qu'un pignon qui le mené , 

«étant porté fur la tige des minutes , faffe tourner la dernière 

xoue en 2^ i2 h 4^ / 3" , durée de chaque révolution fyno- 

dique de la Lune f 

Réduifànt en heures cet intervalle de temps > on trouvera 

Zij 
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7o8 h -^^i & appellant x le produit des nombres d'ailes de 
tous les pignons , y le produit des nombres de dents de tou- 
tes les roues, on aura^y = 708 rrh x 9 équation qui ne peut 
être réfolue que par approximation , en fuppofant que '*" 
eft un entier. Et fi on achevé le calcul , comme dans le 
problême précédent , on trouvera # = 1200 £ — 79 A . „ 
y = 85048 1 E — $5990 f. Faifant donc E s= 1 , f=* 4 , o* 
aura #=884 &cy = 626f2i. 

On peut décompofer le premier de ces nombres en trois 
fadeurs 4, 13 9 17 ; le fécond peut fe décompofer en quatre, 
7^37>4 I ^JP- Mais fi on vouloit réduire ceux-ci à trois, 
on multiplieroit les deux plus petits , 7 & 37 , l'un par l'au- 
tre, ce qui donnerait 2 jp , nombre beaucoup trop grand 
pour exprimer le nombre des dents d'une roue, Refte donc, 
en pareil cas , à fuppofer quatre roues & quatre pignons» Oc 
pour introduire un nouveau pignon de 6 ailes , il faut don- 
ner à une des roues fix fois plus de dents ; & le choix eft 
bien aifé , puifqu il y en a une de 7 dents. Le problême fera 
donc réfolu , fi on emploie quatre pignons dont les nom- 
bres d'ailes foient refpe&ivement 4 , 6 , 1 3 , 17, pendant 
que les nombre de dents de quatre roues feront indifférem- 
ment 37 9 4* 9 4* > S9- 

Ces principes fuffifent pour expliquer tout le méchanifme 
de ces fortes de rouages. On pourra toujours fe fervir de la 
folution du premier problême , pour marquer fur les cadrans 
les mois , les quantièmes des mois , les équinoxes , le* folf- 
tices, & généralement tout ce qui a rapport à Tannée folaire; 
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En imitant le procédé qui nous a conduits à la réfolution du 
fécond problème , on pourra indiquer , d'une manière fort 
exaâe, l'âge de la lune & toutes fes phafes. } 

Remarque IV. 

2 3a. Païlmi toutes les autres machines qui fe rapportent Figj 
immédiatement au treuil , le Cric tient à jufte titre un des "* 
premiers rangs. C'eft en effet un des plus fimples inftru- * v \ 
ments de la Méchanique > 6c on n'en connoît gueres de plus 
efficace» / 

La puiffance agit par le moyen d'une manivelle AMN-P 
dont Taxe NP porte un pignon P, qui engrené la barre 
dentée CD, & l'oblige de monter. Or il eft clair que, pour 
établir l'équilibre dans cette machine , la puiffance appli- 
quée à la manivelle doit être à la force qui tend à élever 
là barre CD > comme le rayon du pignon eft au rayon MJV, 
de la manivelle. ' 

Et comme le premier rayon eft beaucoup plus petit que 
le fécond , on peut foulever facilement avec le cric des poids 
confidérables* Mais fa force deviendra bien plus grande , fi 
on ajoute une roue & un pignon de plus : car alors la puif- 
fance appliquée à la manivelle eft à la force qui tend à 
élever la barre CD r comme le produit des rayons des pi- 
gnons P ,R eft au produit du rayon de la roue Apparie 
«ay on M N de la manivelle* 

DU PLAN INCLINÉ, 

2 33« Nous ayons déjà vu (14.9 &ftêiv.) quelle* 
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étoient les conditions néceflaires y pour qu'un corps pofê 
fur un plan horizontal y reliât en équilibre. Il faut en gé- 
néral que la verticale menée par fon centre de gravité 
ne laiffe pas tous Tes appuis d'un feul côté. Cherchons 
maintenant ce qu'il faut obferver pour l'équilibre d un corps 
pofé fur un plan incliné à l'horizon. 

On voit d'abord que les forces qui folliciteat ce corps j 
doivent toutes fe réduire à une feule force perpendiculaire 
au plan incliné , fans quoi il ne peut y avoir d'équilibre* 
Cette réduâion une fois faite , il eft évident que la réful- 
tante fera détruite par le plan y & que par conféquent le 
corps reftera immobile. Jamais il ne pourra fe mouvoir , 
tant que fes appuis ne feront pas tous du même coté de la 
réfultante. 
Fie. 2 3 4« Soit P la puiflance qui retient le corps en équili« 
Iiy# bre; foit G le centre de gravité de ce corps , 6c GQ la 
verticale menée par ce centre , laquelle rencontre en M la 
- direâion de la puiflance. Suppofons maintenant que Ton 
repréfente par MR la force P 9 6c que la ligne MQdéCignc 
le poids G ; en achevant le parallélogramme M Q NR f 
on aura la diagonale M N pour repréfenter la réfultante 
que nous avons dit devoir être perpendiculaire au plan f 
pour qu'elle fut détruite. La première condition néceflaire 
pour l'équilibre fur le plan incliné, exige donc que le ceû» 
tre de gravité & la direâion de la puiflance fe trouvent 
dans un même plan qui foit perpendiculaire au pian incliné. 
Soit A B la feâion du plan £MP avec le plan fur lequel 
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ÎT s'agit d'établir l'équilibre ; foit B C la ligne horizontale 
menée par B > on l'appelle la Bafe du plan incliné , & AC 
la verticale menée par A , on l'appelle la Hauteur de ce 
plan ; BÂ en eft la Longueur ; 6c l'angle ABC en mefure 
l'inclinaifon. 

La féconde condition néceflaire pour l'équilibre > eft que 
la réfultante MN foit perpendiculaire à A B : d'ailleurs 
la puiflance P eft au poids G , comme M R : M Q : ; 
finQM N : fin NMR; & cette même puiflance eft à la 
predïon furie plan , comme MR : MN : : fin QMN ; 
finQMR. 

Or on peut conclure de la proportion qui précède celle- 
ci , que la puiflance P fera la plus petite qu'il eft poffible , 
lorfque l'angle N M P fera droit , ou ce qui eft la même 
chofe y lorfque la direôion M P fera parallèle au plan : car 
alors la puiflance eft au poids , comme fin Q MN eft à l'u- 
nité. Et puifque dans ce cas les triangles QMN, ABC 
font femblables > on a cette proportion : la puiflance eft au 
poids , comme le finus de l'inclinaifon du plan fur l'horizon f 
eft au finus total , ou comme la hauteur du plan eft à fa 
longueur, 

2 3 5 • H eft aifë d'après cela d'expliquer la force de la Fis» 
machine dont on fe fert communément pour defeendre les 
tonneaux dans les caves. Cette machine participe en même 
temps à tous les avantages du treuil , de la poulie mobile, & 
du plan incliné. Les deux pièces de bois qui portent le 
treuil y font appuyées > comme une échelle , contre le mux 
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où fe trouve l'entrée de la cave. Un des bouts de la cotié 
qui embraffe le tonneau > eft attaché à un rouleau lequel 
pafle en travers au pied de l'échelle ; l'autre bout eft atta- 
ché au cylindre , & fe développe peu-à-peu. Le tdhneau fait 
alors l'office d'une poulie mobile. 

Soit M le moment de la force appliquée aux leviers du 
treuil : foît r le rayon du cylindre ; — exprimera la force qui 
tend chaque bout de la corde , & en fuppofant les deux 
bouts parallèles , on aura — pour l'expreffion de la force 
qui retient le poids P parallèlement au plan incliné. Ap- 
pellant donc A l'inclinaifon du plan à l'horizon , on aura 
i~ : P::JinA: i ; d'où on tirera t.M=Pt ftnA. 

Suppofons maintenant que deux hommes foient appliqué* 
aux leviers du treuil > & que la force qu'ils exercent conjoin- 
tement foit. de 200 lb ; fuppofons encore que le bras du le- 
vier par lequel agit leur réfultante , foit dix fois aufli grand 
que le rayon du cylindre , fie enfin que l'inclinaifon du plan 
à l'horizon foit de 30 . On aura P= 200 . 10 . 2 . 2=8000% 
& par conféquent le poids que ces deux hommes fou tien- 
dront alors , fera de quatre-vingt quintaux. Ajoutez à cela 
l'effet du frottement qui dans cette circonftance favorife l'en 
quilibre , autant qu'il nuit au mouvement. 

1 3 6. Lorfqu'on fuppofe un corps en équilibre entre deux 

F», plans inclinés A B y A C> il faut qu'il y ait, fur la verticale 

menée par fon centre de gravité > un point G au moins , 

duquel ayant mené des perpendiculaires G q , G n fur ces 

deux plans , on ait ces mêmes perpendiculaires fituées dan* 

un 
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fan leul plan vertical , de manière qu'elles ne biffent pas du 
même côté tous les appuis du corps fur chaque plan. Il 
faut donc que l'interfe&ion commune des deux plans foit une 
droite horizontale E F. 

Le poids du corps que nous pouvons repréfenter par GM, 
£c décompofe en deux forces G Q , G N qui expriment fa 
double preflion fur les deux plans inclinés. Les appellanc 
«donc QàcAfyk désignant par G le poids du corps , nous 
aurons G : Q : N : : GM : GQ : G JÇ : ifmQGJVi 
fin MGN.finMGQ : .fin BAC : fin CAE : finBAF. 

2 3 7» Puifque chaque Vouloir d'une voûte eft un corps Fro. 
retenu en équilibre fur les deux vouflbirs contigus , 6c que 
les faces de ces vouflbirs ne font autre chofe que des plans 
inclinés > il faut donc , pour l'équilibre , que la verticale me- 
née du centre de gravité ait au moins un de fes points par 
lequel il foit toujours poflible de mener une perpendiculaire 
fur chacun des vouflbirs contigus , en obfervant les condi- 
tions requifes. Or chaque vouflbir preflant ainfl ceux qui le 
fqu tiennent , il faut de plus que la preflion du vouflbir A 
fur le vouflbir B foit égale & dire&ement oppofée à la pref- 
fion réciproque que le vouflbir B exerce contre le vouf- 
foir A. Les feules parties qui, dans une voûte , ne puiflent 
pas réagir contre la preflion du vouflbir fupérieur , font les 
deux bafes F, G , dont tout le poids repofe fur des plans 
horizontaux. Le refte agit de proche en proche fur les par- 
ties inférieures , qui éprouvant une preflion latérale , la 
tranfmetteht fucceflivement jufqu aux bafes. 

Aa 
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Là cette preflîon fe décompofe en deux ,' Tune perpeft- 
diculaire & l'autre parallèle à l'horizon. La première porte 
tout entière fur les fondements , & celle-là eft détruite : la 
féconde forme feule la PouJJee de, la voûte ; & rien n'eft plus 
important dans la conftruâion des voûtes > que l'art d'en 
détruire la pouffée* 

Si les murailles qui foutiennent une voûte font bien folides 
& peu élevées > elles peuvent aifément détruire la pouffée , 
par la fimple réfiftance qu'oppofe la liaifon de leurs parties; 
Mais lorfque la voûte eft très-haute & très-hardie , comme 
le font celles de la plupart des grandes églifes , alors leur 
pouffée agiffant par un levier fort étendu , fatigueroit confî- 
dérablement les murs , & les renverferoit bientôt > fi les 
Architèâes n'avoient pas foin d'y pourvoir. 

Le moyen qu'ils employent d'ordinaire, confîfte à fortifier 
extérieurement les piliers de la voûte par des Arcboutam 
quelquefois maffifs , mais plus fouvent formés par de petites 
voûtes obliques qui propagent jufqu'à d'autres piliers moins 
élevés la pouffée de la voûte principale ; & là fon effort 
s'exerçant par un levier moins long , il faut une moindre 
réfiftance pour le détruire. 

Au relie , quand il y a plufteurs voûtes de fuite , la pouffée 
qui agit aux extrémités , n'eft pas plus grande , que celle 
d'une feule voûte égale aux autres pour l'étendue. Soit qu'un 
pont ait dix arches , foit qu'il n'en ait que quatre , l'effort 
général qu'ikfait pour écarter fes appuis , eft le même : il faut 
donc des Culées également fortes pour le foutenir. 
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a 3 8 • Suppofons deux corps A & B attachés au fil A CB> Fr<*. 
paflantpar deflus la poulie C, &fe faifant équilibre fur les 
plans inclinés E D,D F. Soit M N la verticale menée par 
le centre de gravité du corps A > & repréfentons par M N 
le poids de ce corps ; on le décompofera en deux forces 
lune M perpendiculaire au plan D E , l'autre M P fui- 
vant le fil CM. 

Faifant une femblable décompofition pour l'autre corps , 
Q_ T fera la force avec laquelle il tire le fil B CM. On aura 
donc pour .'éouilibre Af P = gT ou ££? = ^L s . 

Et files fils CA y ÔB étoient parallèles aux plans DE, 
D F, la dernière équation deviendrait AfinDEG = 
BJin DFG , que Ton peut mettre fous cette forme 
A . — = B . — . Il faudroit donc , en ce cas , que les 
poids des deux corps A de B fuflent comme les longueurs 
des plans DE 3 DI 'fur lefquels ils font appuyés. 

[ 239* Mais fi deux corps pofés fur deux lames cour- 
bes A F ,BE> étoient attachés aux extrémités d'un fil A C B F '<>• 

* 

qui pafsât par-deflus la poulie infiniment petite C, comment 
déterminer la condition de leur équilibre ? 

On décompoferoit pareillement en deux forces chacun 
des poids A & B ; & comme nous repréfentons ici ces deux 
poids par les verticales A a , B b , on auroit pour lune de 
ces forces A a 1 ou B y dirigée fuivant AN ou B M qui eft 
perpendiculaire au plan incliné. L'autre feroit repréfentée 
par A a" ou BU 1 dont la dire&ion eft celle du fil même. On 
auroit donc pour l'équilibre, Aa"z=Rb"\ & en menant la ver- 

Aa ij 
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ticale CNM, les triangles femblables donneroieat \\ A a 
ou A\ Aa":: CN:CA\ 2°,Bèo\i.B:Bl/': :CMïCB; 

j A.CA B.CB 

donc -es- Œ TaT- 
Cela pofé, tirons deux lignes horizontales AP, BQ f 

faifons CT= *, CQ =* *' , CA = z,CB = z',A P ±=y, 
BQ = y, & nous aurons la founormale P N=t ^7-piC N =» 

>+ 77 ga * */ "77> CM=^: enforte que pour 
l'équilibre il faudra que -^ — = -j-7"* Or z-+- *' eft une quan- 
tité confiante, donc dz'= — ■ dz 9 ce qui réduit l'équation 
à celle-ci, Adx-\*Bdx* = o, dont on peut faire Fapplica- 
tion au problême fuivant. 

Problême. 

2 40. La courbe ^ Fêtant donnée avec les poids A & Bj 
& la longueur du fil A C B , trouver une féconde courbe 
E B , telle que ces deux poids étant placés par-tout où Ton 
voudra , fur les deux courbes , puiflènt y relier également 
en équilibre. 

L'équation Adx-l-Bdx'=30, ayant lieu dans tous les 
cas , fon intégrale A # -h B x* =* C, nous apprend que le 
centre commun de gravité des deux poids A & B doit refter 
conftamment fur la même ligne horizontale , quelque fitua- 
tîon que Ton donne à ces deux corps. On fait en effet que la 
diftance du point C à l'horizontale menée par le centre de 
gravité des corps A àcBz pour expreflion , — — — . 

Si on appelle a la longueur du fil A CB, on aura z ■+■ z* 
s=a,ou^=tf — 2, féconde équation qui jointe à la pre- 
mière que nous venons de trouver > donnera d'une manière 
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fort fimple les valeurs de x' & de z* par celles de x & de z; 
Etant donc donné un point quelconque A de la courbe AF y on 
connoîtra aufli-tôt le point correfpondant B de la courbe BE. 

2 4 1 • Suppofons y par exemple , que la courbe A F foit 
un cercle qui ait fon centre en N y & appelions r fon rayon , 
c la ligne CN: nous aurons zz =axx-hrr — (c — x)* 
==rr — ce -h 2cx$ & fubftituant a — 2! au lieu de z f 
■ au lieu de x , nous trouverons pour la courbe cherchée 

£FFéquation,2 0fc / — z f z!=*aa — rr*\rcc — ^j— H^-#'. 

Or la confiante C étant arbitraire , on peut la fuppofet 
telle que a a — rr + fr=a --j- ; ce qui changera l'équa- 
tion en celle-ci, 2 a *'~ z'z'=s ~— *', laquelle appartient 
à une épicycloïde dont les cercles générateurs font égaux. 

Soit en effet A N E le cercle immobile , B N F le cercle Fro * 
mobile , r leur rayon , M le point décrivant , fitué par-tout 
où Ton voudra fur la ligne B M D. Les arcs révolus JV E , 
NF étant égaux, le triangle ADB fera ifofcele , & me- 
nant M C parallèle à A B, on aura A C conftamment égal à 
'MB; cette quantité ne variera donc pas. Cela pofê , rap- 
portons la courbe au point fixe C, & faifons CM=ss z , 
CP = x, BM=>AC=m; on aura \° r AB — CM: CM: : 
A C : C D= m J[ - =sDM; a°, par la propriété du trian- 
gle ifofcele, CM 2 =**CD.CP, ou zs«-^^,ou.bien . 
encore arz— zz — 2mx y équation parfaitement fem- 
blable à celle de la courbe que nous cherchions. 4 , 

242. Cette épicycloïde eft fufceptible de trots formes 
différentes , félon que le point décrivant eft pris fur la ciî-r 
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conférence du cercle mobile , ou au-dehors ou au-dedan$ # 

Fig. Dans le premier cas , le point C où doit fe trouver la pou* 

1 13* lie , eft un point de rebrouffement : dans le fécond , le 

iiï. point C eft un point multiple, & la courbe aune petite 

Feuille : dans le troifieipe cas , ce même point eft un Point 

conjugué y parce qu'il appartient réellement à la courbe. La 

preuve en eft, que les valeurs #=0,3 = fatisfont à fort 

équation. Mais en même temps ce point eft ifolé , & ne 

conferve en quelque forte , de communication avec la 

courbe , que par des rameaux imaginaires. 

Pour décrire l'épicycloïde qui fatisfait à la queftion pro- 
pofée , il faudra donc prendre C^ = w=y=s — CN 3 
& le rayon des deux cercles = a = la longueur du fil. Alors 
le point M, à la diftance •— C N, du centre décrira l'épicy- 
cloïde demandée. 

2. 4 3 • La confiante a été déterminée, de manière que la 
courbe fût aflujettie à pafler par la poulie C ; fi on l'avoic 
déterminée p*r quelque autre condition , la courbe , quoique 
différente , auroit pu fe conftruire par le moyen de l'épicy- 
cloïde précédente. On peut voir la folurion du même pro- 
blême dans les A des de Leipfick, par M. le Marquis de 
l'Hôpital ; on y trouvera les additions que MM. Leibnitz & 
Bernoulli y firent. ] 

Remarque. 
Les plans inclinés font d'un grand ufage , lorfqu'il faut 
ébranler des mafles énormes , des vaiffeaux par exemple , 
foit pour les lancer à l'eau , foit pour les ramener fur le 
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rivage , quand on veut les radouber. Les tournants que Ton 
prend fur la pente des montagnes efcarpées, pour rendre le 
chemin plus facile, font encore une preuve fenfible des 
avantages q^e procurent les plans inclinés. Plus la pente d'un 
efcalier eft douce , moins on eft fatigué en le montant ; 
parce que 1'aÊtion de la pefanteur eft d'autant plus affoiblie y 
que le plan incliné eft plus long , fa hauteur reftant la même. 

DE LA VIS. 

2 44* ^A Vi% eft un cylindre droit A Q , revêtu d'un Fie. 
cordon ou Filet fpiral dont la groffeur eft uniforme , & dont 
l'inciinaifon à Taxe du cylindre eft conftamment la même dans 
toute fa longueur. On appelle Spire un tour entier du filet 
de la vis , & l'intervalle qui fépare deux fpires confécutives, 
fe nomme h pas de la vis. 

En faifant abftraûion du relief de cette machine > on 
pourra la regarder comme étant produite par des triangles 
reâangles ABC, BDE , &c. qui enveloppent le cylindre. Fi©. 
Chacun de ces triangles a pour hauteur le pas de la vis , 
& pour bafé la circonférence du cylindre ; enforte que leurs 
hypoténufes forment le filet. 

a 4 5 • UEcïoh eft un folide filloné intérieurement , de 
manière qu'il puifle s'infinuer peu-à-peu dans ce filet , en 
rampant , pour ainfi dire , tout le long de fes fpires. On 
peut donc regarder un écrou , comme le moule de la partie 
de la vis qui s'y trouve engagée. 

246* Tantôt la vis eft fixe > & alors fes filets gliffant fur 
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ceux de l'écrou j on fait mouvoir à fon gré Pécrou même. 
Ces fortes de vis fervent beaucoup pour unir fortement deux 
corps enfemble ; on en voit dans la plupart des ferrures. 
Mais il eft encore plus ordinaire d'employer la vis mobile j 
quand il s'agit de cafler ou de preffer certains corps. En 
faifant tourner fon cylindre , le filet de lavis s'introduit peu- 
à-peu dans les filions de l'écrou y & il en réfulte fouvent une 
preflion incroyable. 

En général > quelque foit celui des deux cas précédents qui 
ait lieu , on pourra toujours regarder un point du filet mo- 

Fig. bile comme étant pofé fur une portion infiniment petite MN 
d'un plan incliné AC qui auroit pour hauteur le pas de la 
vis , & pour bafe la circonférence du cylindre. Donc fi 
plufieurs forces follicitent ce point , il faudra , pour qu'elles 
fe faffent équilibre , que leur réfultante foit perpendiculaire 
a ce plan incliné, 

2 47* Suppofons, par exemple, que l'écrou foit fixe , Ôc 

Fw. qu'une force quelconque P appliquée au levier A P tende 

' * 4 * à faire tourner la vis : il eft clair qu'en cas de mouvement la 
vis doit avancer dans le fens de fon axe. Imaginons donc 
qu'une puiflance Q appliquée à l'extrémité de cet axe^ 
contre-balance cet effort , & empêche la vis d'avancer; il 
s'agit de déterminer la condition néceflaire pour l'équilibre* 
La puifTance Q dirigée fuivant l'axe peut fe décompofer 
en autant d'autres puifTances parallèles, qu'il y & de points 

Fia; dans le filet mobile. Soit donc repréfeptée par M G =*q , 
celle qui follicice le point M parallèlement à Taxe ; foit MK 

la 
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la force de rotation du point M , en vertu de la puiflance P; 
& on verra que l'équilibre ne peut avoir lieu , fi la réful- 
tante M H ri eu pas perpendiculaire au plan incliné MN. Or 
il fuit de cette condition que l'angle HMG = KMN, & 
que par conféquent MK : f : : tang KM Ni i : : la hauteur Fl <^ 
A B du pas de la vis eft à la circonférence qui a pour rayon 
la diftance dn point M à Taxe de la vis. Défignant donc cette 
diftance par r > la hauteur AB par A, & le rapport du 
diamètre à la circonférence parr, on aura généralement, 
ai M K î : 2cr :h. 

Soit p une puiflance infiniment petite qui à une certaine 
diftance R de Taxe , foit capable d'imprimer par le moyen 
d'un levier , à la particule M du filet , la force de rotation 
MK ; on aura , MK:p : : ifr, & 'de cette proportion 
multipliée par la précédente , il réfultera f g /> : : a c R : h. . 

2 4 8 • Concluons donc que la force p appliquée au le- 
vier R pour faire tourner la particule M du filet , eft à la 
force q parallèle à l'axe , qui contre balance cet effort , 
comme le pas . de la vis eft à la circonférence qui a pour 
rayon le bras du levier R. Comme ce rapport eft confiant , 
& qu'il a également lieu dans tous les pointa du filet de la 
vis y qui repofent fur le filet de Técrou , on doit en inféret 
que la (brame des puifTances p > c'eft-à-dire , la réfultante P Fi©; 
agiflant par le bras R du levier , eft à la fommèlde toutes les 
puifTances q , c'eft-à-dire , à leur réfultaritè Q dirigée fuivant 
l'axe de la vis, comme la hauteur du pas dé la vis eft à la- 
circonférence qui a pour rayon R, . . 

Bb 
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Quelles que foient donc la figure ÔC la gtofleur des fpîrel 
4'ùhe vis y & quelle que puifie&re la quantité dont elles font 
engagées dans F éc* ou , on aura toujours pour condition de 
l'équilibre à l'aide de cette machine , la proportion fuivante» 

a 49* La puijfance P qui tend à faire tmrner la vis far h 
bras d'an levier R tfi à îa force avec laquelle la vis tend à 
avancer fuivant fm àxe , ou ce qui eft la même chofe , à la 
preffion qu'elle peut exercer fur un corps placé à fon extrë* 
mité y ou enfin à la puiffance Q qui lui fait équilibre , comme 
le pas de la vis efi à la circonférence quedécriroit la puijjancr J! 
en tournant autour dm cylindre. 

. La puiffance aura donc toujours d'autant plus d'avantage 
pour comprimer les corps au moyen de la vis , que les fpires 
en feront plus rapprochées , & que le levier fur lequel elle 
agira , fera: plus£ong» 

2 5 O. Au relie le frottement qui efi: très-grand dans cette 
machine favûtrife beaucoup l'équilibre , mais il nuit par pro«* 
portion an. mouvement. Une vis immobile > par exemple ; 
étant fuppofée verticale , comme celles des preffoirs > ion 
écrou fouvènt fort lourd , devxoit naturellement defcendre 
par fon pfapre poids , en tournant 6c en glifiant dans le fens 
do filet de la vis. Cependant à quelque hauteur qu'il foie 
élevé 5 il y refte en équilibre , jufqu a ce qu'une puiflance 
étrangère l'oblige de tourner 6c de defcendre : il faut donc 
que le frottement fbit bien confidérabie dans un pxôflbir, fur- 
triut quand on n'a pas l'attention d'en facilite* le feu avec des 
graiffes ou des huiles. Cet obôacle au mouvement s accroît 
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encore, par les degrés de qbaleui que cont.ra$e«f lçsi^res de 
la vis & les filions de l'écrou , à tnefure que les effort de 
la puiflance redoublent. Autfi n'eft-il pas rare de voir ces 
fortes de machines fe rompre avec ^clat j quand on Iççaflitr 
Jettit k de longues épreuves , priacifmlewsnt dans les grand? 

froids. 

Quoi qu'il en foit , la force 4e la. vfe pow comprime* les 
corps peut être poufTée à un point donc il eft difficile de & 
faire une jgfte idée. Il faut avoir vu en grand le* e$e{? de 
cette machine ,.pQur imaginer au moins à-peu.-pr& tout le 
parti que l'on pqut en tirer fuivant les difigrqntes. çirçonfr 
tances. Nous ne connoiflons à Puis , rien 4e plus çur^etjx e& 
ce genre i que la falle des preffes de la Manucure 4a Tabac, 

2 5 J • La ^ïs a*/irchinude , ou la vis fans fin ne diffère de Fio; 
la vis (impie , que. par une roue, dentée que l'on adapte £ 
selle*ci. I* puiflance g appliquée à }a manivelle #ÇQ fait 
tourner le cylindre A J? ; ce cylindre eft garni de deux {pires 
£ &.F qui engffcnent la roue dentée GH/. La roue porte 
fur fon axe un cylindre. K av«W auquel s'enveloppe 1» çqr4« 

cpwfufperwJlepojdsïP. / . : ! ..in: 

Or U point; tpw&auf Ç : d'uri* fat (j^lçpflque.de la rçue* 

peuf être regardé awm* W* &rQH mènent petjt > mpHk 
fu? la. vis ^B. Donc, le. pas de 1? vis. eft à- la cirçonffrençe 
qui a, pqur rayon #£ , con>mç U p&fpfflce. Q appUqu^e i la 
i rnjw«TeUe, eft à la /*>*£$ avec lajjueUskpQins G4iï.fi!tt<k 
la vis pouffe la dent; de la loue. Ces» fotce «ft doflç 
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Et fi on appelle r le rayon du cylindre , R le rayon de fa 
tbue, on aura pour le moment de la force appliquée en G, 
l'expreflion ^* — . R, qui doit être égale ïPr, expreflion 
du moment du poids. Ainfi dans ta vis fans fin, U faut pour 
ï équilibre >que la puijfance appliquée à la manivelle foit au poids, 
comme le produit du rayon du cylindre par le pas de la vis , efi 
au produit du rayon de fa roue par là circonférence que décrit 
la manivelle. 

Si on prend donc le rayon de celle-ci dix fois plus grand 
que le pas de la vis , & le rayon de la roue dix fois plus grand 
que celui du cylindre , on trouvera que la puiflance Q qui 
feroit alors équilibre au poids P , ne* feroit que la ji4. îcme 
partie* de ce poids. Elle deviendroit encore bien moindre , fi 
on la faifoit agir au bout d'une file de femblables machines 
unies les unes aux autres de Ta manière fui vante. 

a s s. Repréfentez-voua la puiflance Q tournant lamani- 
velle d'une première vis fans fin qui engrené fa roue den- 
tée. On donne un pignon à cette roue , lequel fait tourner 
une féconde vis fans fin qui engrenant fa roue dentée , fait 
tourner, par le moyen du pignon de cette roue , une 
irttifleme vis fans fin. 'Celle-ci mené enfin une roue dont 
le cylindre s'enveloppe de la corde qui fufpend le poids; 
& on fent bien qu'il feroit facile de multiplier à fbn 
gré cette fuite d'engrenages. Ot-le calcul fait voir que 
la piiiiftfnce' Q ^équivalant qii ? skr (impie poids d'une livre , 
doit contre-balaricer un poids F de 2792$ 3 livres, en 
fuppofant que les différentes parties de la machine ayent 
ces dimenfions. 
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Le rayon de la manivelle # 1 62 lignes. 

Sa circonférence en aura donc. ...... iOf6 

Le rayon de la première roue . • 96 

Le rayon de la féconde. . . . . $0 

Celui de la troifîeme 8y 

Celui du premier pignon . • 20 

Celui du fécond pignon. -. . 18 

Celui du cylindre ^ 16 

De plus on fuppofe que la féconde vis fans fin a 14 lignes de 

« 

rayon , à l'endroit où elle touche le premier pignon , & 
qu'elle n'en a que p à l'endroit où elle engrené fa roue 
'dentée. La troifîeme vis faps fin a 8 lignes de rayon à fon 
point de contaâ avec le fécond pignon ; elle en a 6 au point 
de fon engrenage avec la troifîeme roue. Les fpires de la 
première vis fans fin font éloignés d une ligne. Cela pofé , 
on trouve aifémentque dans une telle machine l'équilibre a 
lieu, toutes les fois que la puiffance eft au poids , comme le 
produit d'un pas 4 de la première vis multipliée d'abord par 
le rayon du cylindre , enfuite par les rayons des deux pi- 
gnons, & enfin par ceux fuivant lefquels les deux dernières 
vis agiffent fur leurs roues refpeûives , eft au produit de la 
circonférence de la manivelle > multipliée par les rayons 
des trois roues , & par les rayons fuivant lefquels les deux 
dernières vis agiffent fur lés pignons des deux premières 
roues. On a donc pour le cas préfent , 

Q : P: : 1 . 20 *$ • 18 » tf . 16 : iOf6 • 14 . 50 . 8 • 8j r: 1 : VJ9^Sh 
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DU COIN. ' 

Fig. 2 5 3 • Le CW» eft une efpcce de prifme triangulaire fait 
ordinairement d'une matière très-dure > comme du fer par 
exemple. On fait que les principaux uftges auxquels il eft 
employé , font de divifer 6c de fendre différents corps . Les 
triangles ABC, IDE font les deux bafes du coin , CE ta 
eft le tranchant, BDCE y ACE¥ en font les deux faces f 
& AFBD en eft larltt» CeiUà qu'agififent verticalement 
les efforts de la puiffance. 

Fig. 2 54* Suppofons que le coin A B C eft introduit dans 
la fente déjà commencée V XY, & que la puiflanec P, 
donne un coup de marteau fur la tête du coin. L'effort qui 
féfulte de ce coup, étant dirigé fuivant QMN doit être 
décompofé en deux autres dont chacun eft perpendiculaire 
à une des deux faces AC,B C du coin , ou aux parties 
tangentes VX, XY\ fans quoi la réfiftance de ces plans 
ne pourroit leur faire équilibre. Il y a donc fur la direûion 
QMN un point M y duquel on puifle mener à travers les 
faces A C 9 BC du coin une perpendiculaife fur chacune dçf 
deux parties intérieures du corps déjà fendu* Repréfenton* 
par A4 N la force P , & décompofons«là en deux autres 
MK, ML fuivant les lignes MV* M Y perpendiculaires 
aux faces du coin. Cela pofé , les triangle; KMN 9 ABC 
ayant tous leurs côtés refpeâivement perpendiculaires ^ 
nous aurons 

M Ni SM:SN: : AB .BC.CAj 
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'& par cottféqweût fet force fuivant MK a pour valeur 
Z£Z,*l II force fuivant Af£« ^. 

* 5 5 • Suppofone préfencement que k bafe du coin étant 
fixe , la force qui agit fur fa tête fuffife pour que la rupture 
foit près de fe confommer jufqu'en : dans cette hypothefe, 
ta réfiftance R que la partie VXQ oppofe aux efforts de 
la puiffance qui veut la féparer de Fautre partie XY 3 
doit être regardée comme faifant équilibre fur le levier 
VXRQ> à l'adion MK de la puiffance. 

Menant donc les perpendiculaires OR, OS fat les direc- 
tions de cette réfiftance & de la force MK , on aura pour 
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l'équilibre, R .ÙR^~T^i d'oà on tirera P:R:OR. 
AB: A C • Si 6c tel eft le rapport que doivent avoir en* 
tr'elles la puiffance appliquée fur la tête du coin > & la ré- 
fiftance qu'elle éprouve de la part du corps qu'il s'agit de 
fendre. On a une proportion femblable pour l'autre partie 
3u corps , & on doit en conclure généralement que le coin 
dura d'autant plus de force, qu'il fera plus aigu. 

2$ 6. Mais comme la réfiftance R de la partie VX 6c 
la perpendiculaire R menée fur fa direction font des quan« 
tkés extrêmement variables , tant parla nature même des 
corps que l'on veut fendre, que par la difpofition particulière 
de leurs fibres qui n'ont pas toutes à beaucoup près la même 
flexibilité , on ne doit pas s'attendre à établir jamais riéti 
de certain fur lent véritable mefore. Ainfi , quoique le 
coin foit une machine bien (impie, fa théorie phyÔque , 
gtoaftd on le regarde comme un instrument propre à féparer 
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les parties des corps , n'en eft pas moins obfcure; 

Tous les outils tranchants fe rapportent plus ou moin* 
direâement à cette machine* Les rafoirs , les haches , les 
rabots , les clous , nos dents , fur-tout les incifives > le 
bec des oifeaux , les cornes 6c les griffes des animaux , ne 
font autre chofe que des coins avec lefquels s'opèrent dan» 
tous les corps , des divifîons fans nombre. 

RÉFLEXIONS GÉNÉRALES 
sur les Machines, 

a 5 7* Quand deux puiffances font une fois en équilibre; 
il eft aifé de faire prévaloir Tune fur l'autre , en fécondant » 
même foiblement , fes efforts. Le point effentiel dans la 
théorie des machines fe réduit donc à déterminer les condi- 
tions qui leur font propres ., pour établir un parfait équilibre 
entre deux puiffances oppofées. Ceft auffi ce que nous 
avons tâché .de faire dans cette dernière partie de "la 
Statique. 

Jl réfulte des principes/- que nous y avons expofés , qu'il 
eft toujours . facile de mettre une puiffance médiocre en état 
d'en vaincre une très-grande. Il fuffit pour cela d'employer 
une ou plu fieurs machines (impies , difpofées de manière à 
produire l'effet que Ton fe propofe. Mais en augmentant la 
force , on tombe dans un inconvénient inévitable , qui eft 
une diminution de vkeffe dans le mouvement du poids ; d'où 
réfulte par conféquent une perte de temps» Rien n'eft plus 

aif4 
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aifé fans doute de faire furmonter par un feul homme , la 
réfiftance qui en exigeroit trente ; mais aufli cet homme ne 
fera-t-il qu'en trente jours l'ouvrage qui eût été fait en un 
feul par trente ouvriers réunis enfemble. 

2 ^ S* V ex P^ri ence d'accord en ce point avec la théorie, 
établit donc comme un fait confiant , que dans toutes les ma- 
chines an perd du cSté de la vitejfe ce que l'on gagne du côté 
de la force : ou ce qui revient au même , on perd toujours 
en temps ce que gagne la puiflance. Réciproquement fi on 
employé une force confidérable , on peut gagner en vîcefle. 

Dans le treuil , par exemple, la puiflance fait le tour de 
la roue , pendant que le poids ne fait que le tour du cy- 
lindre. Àinft la vîtefle de la puiflance eft à celle du poids , 
comme la circonférence de la roue eft à celle du cylindre , 
ou comme le rayon de la roue eft à celui du cylindre : or , 
dans le cas d'équilibre, ce dernier rapport eft le même que 
celui du poids à la puiflance. On perd donc dans le mou- 
vement ce que l'on avoit gagné dans l'équilibre. 

En appliquant cette remarque à la vis mobile , on verra 
qu elle n'avance que d'un pas dans fon écrou , pendant que la 
puiflance fait un tour. La vîtefle de celle - ci eft donc à 
celle de la vis fuivant Taxe , ou à celle de la puiflance 
comprimée , comme la circonférence décrite par la force 
motrice eft au pas de la vis. Ce rapport, ne diffère donc 
pas de celui de la puiflance qui empêche le mouvement de 
la vis fuivant fon axe , à la puiflance qui la fait tourner , 
dans le cas d'équilibre. 

Ce 
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2$ Ç. Mais , en général , quelle que Toit la machine au 
moyen de laquelle deux puiffances P & Q fe font équilibre , 
on peut imaginer qu'elles parcourent dans un même inftant 
les efpaces infiniment petits dp & d q > qui doivent être^pro- 
portionnels aux deux vîtefles , puifque les temps font égaux» 
Or pour que les mafles P & Q animées des vîtefles dj? 6c dq 
puiflent fe maintenir en équilibre , il faut que leurs quantité» 
de mouvement foient égales : il faut donc que Pdp=ssQ dq f 
d'où on tire Pp=s Qq* 

. Cette dernière équation fait voir que dans toutes les ma- 
chines y t équilibre ne peut avoir lieu qu entre deux puijfances 
telles que fi on les mettait en mouvement , elles par cour roient en 
même temps des efpaces qui leur Jeroient réciproquement propor- 
tionnels. Ot ce principe démontre d'une manière générale ce 
que nous venons d'établir, que la puiflànce perd dans le 
mouvement ce qu'elle gagne dans l'équilibre» 

Il eft vrai que pour appliquer ce principe aux diffé- 
rentes machines , on eft obligé de les fuppofer en mouve- 
ment , ce qui répugne à l'état d'équilibre : mais cette fup~ 
pofition n'étant que conditionnelle , elle ne peut nuire à 
la folidité du principe dont il s'agit ici. Prenons pour 
exemple deux corps fufpendus aux extrémités d'un levier» 
On fait qu'ils y doivent refter en équilibre , toutes les fois 
que leurs poids font en raifan inverfe des bras fer lefquels 
ils agiflent. Or dans ce cas il eft évident que fi par impôt 
fible il furvenoit du mouvement dans le levier, les efpaces 
parcourus par les deux poids feroient en raifon inverfe de 
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ces mêmes poids : puifque ces efpaces étant des arcs fem- 
blables décrits par les deux bras du levier > leur rapport fe- 
toit le même que celui de leurs rayons. 

On pourrait donc , à limitation de Defcartes , de 
t'Gravefande , & de plufieurs autres , affeoirles fondements 
de la Statique fur le principe dont nous venons de parler. 
Les conditions particulières de l'équilibre dans toutes les 
machines (impies s'en déduifent avec beaucoup de facilité , 
& comme fon application eft très-générale > il n'eft pas fur- 
prenant que plufieurs Auteurs lui aient donné la préférence 
fur la méthode que nous avons fuivie. Mais ce principe ne 
par oit pas affez direâ , pour fervir de bafe à une théorie 
fufceptible d'ailleurs d'une démonftration rigoureufe. 

260. Ce feroit ici le lieu d'entrer dans le détail des ma- 
chines compofées : mais outre que ce détail feroit immenfe > 
chacun peut aifément y fuppléer , en prenant pour modèle ce 
qui a été dit des mouffles , des rouages & de la vis fans fin. 
Toute la difficulté confifte à trouver , pour le cas d'équi- 
libre, le rapport delà puiffançeaù poids. Or ce rapport re- 
faite toujours du produit de tous les rapports particuliers 
que l'équilibre exige dans chaque machine (impie qui entre 
dans la compofcion de celle que l'on veut calculer. On pour- 
rait dire aufli que ce rapport eft toujours l'inverti* des ef- 
paces que parcourent en même temps les deux puiffknces. 

Mais comme le frottement modifie beaucoup les effets des 
machines, fur-tout lorsqu'elles font compofées, on ne peut 
fe difpenfer d'y avoir égard , quand on veut les calculer avec 

Ccij 
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une certaine précifion. Faute d'apprécier au moins en partie 
ce que les forces mouvances employent de leur énergie , 
pour vaincre les frottements , on eft expofé à des mécomp- 
tes non moins groffiers que difpendieux. Je dis , en partie ; 
car on ne peut pas fe flatter d'évaluer au jufte cette perte r 
tant il y entre d'éléments variables, 

2 6 1 • Le frottement en effet provient de la réfiftance 
qu'il faut furmonter pour faire mouvoir un corps fur un au- 
tre. Or cette réfiftance varie à l'infini : car elle eft produite 
par i'adhéfion mutuelle des parties faillantes d'un corps & 
des parties rentrantes de l'autre. Les furfaces les mieux pâ- 
lies ne font pas exemptes' de ces petites inégalités : on voit r 
au moyen d'un microfcope , qu'elles en font tout hérif» 
fées. v Mais cette adhéfion exige une certaine force pour 
être vaincue : il faut néceflairêment rompre les liens qui la 
forment , fi on ne peut pas en dégager autrement le mo- 
bile; fans quoi ri n'y auroit pas de mouvement. 

262. L'expérience fait bien voir que le frottement fiiît 
à-peu-près le rapport de la preffion, c'eft-à-dire, qu'un 
corps qui repofe par une de fes faces fur un plan quelconque $ 
& qui exige une. certaine force pour être mis fur le point de 
fe mouvoir, n'exigerait que la moitié de cet effort , fi fon 
poids, ou en général, fi la puifTance quilepreife fur fon 
appui , étoit diminuée de moitié. 

2 6 3 • L'expérience apprend encore qu'en faifant mou- 
voir un parallélépipède fur fes faces les plus inégales , on 
éprouve à-peu-près la même réfiftance de la part du frotte- 
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ment : & de-là quelques Phyficiens ont conclu d'après 
M. Amontons ( Mém. de PAc. Roy. des Se. an. 1 699 y 1 703 & 
1704) que les furfaces n'entrent pour rien dans l'eftimation 
de cette réfiftance. Il fembleroit pourtant que plus un corps 
eft étendu , plus fes points de contaâ fe multiplient > & plus 
par conféquent l'effort qu'il faut faire pour fléchir ou pour 
brifer toutes ces petites pointes , doit être grand. Mais fi 
d y un côté les points d'appui font plus nombreux , cela eft 
compenfé de l'autre côté , par la diminution du poids que 
chacun a pour lors à foutenir : car les afpérités du mobile 
s'enfonçant moins profondément dans les cavités du plan , il 
faut un moindre effort pour les en retirer. 
' Cette compenfation au refte n'eft pas tellement exacte , 
fur- tout lorfque le poli des parties frottantes eft différent, 
que l'on ne doive pas compter la grandeur des furfaces parmi 
les caufes du frottement. Le temps influe auffi fur cette co- 
héfion réciproque des corps ; puifque leurs éminences 6c 
leurs cavités s'engagent d'autant plus les unes dans les au- 
tres , qu'elles ont éprouvé plus long-temps les effets de la 
preffion. C'eft un fait établi par l'expérience 6c avoué par 
tous les Phyficiens. Et de-là vient qu'un corps mis une fois, 
en mouvement , n'éprouve plus autant de réfiftance , qu'il 
en éprouvoit au moment où il a commencé de fe mouvoir» -• 
264» Non-feulement la durée de la fuperpofition de 
deux corps augmente la difficulté de les faire mouvoir, mais 
encore les divers degrés de température ôc d'humidité dans 
rAtmofphere contribuent beaucoup à rendre trè»*variables 
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les effets du frottement. Tout le monde fait qu'une porte , 
qu'une fenêtre , ficc. ne s'ouvre pas avec la même facilité, 
dans un temps fort humide* Ajoutez à cela que les libres du 
plan réfiftent plus ou moins, fuivant le fens du mouvement, 
fie fuivant le degré de flexibilité qui leur eft propre* Comp- 
tez encore toutes les variations qu'entraînent avec elles les 
qualités particulières de certains corps qui Semblent avoir 
entr'eux une telle sfffinité , pour parler le langage de la 
Chymie , que leur adhéfion en eft beaucoup plus forte : fie 
certainement vous conclurez que rien n'eft moins débrouillé 
dans ce qui a rapport aux forces mouvantes , que la théorie 
des frottements. L'expérience eft ici , comme par- tout ail- 
leurs , le guide le plus sur : on ne fauroit donc trop la 
confulter ; fie voici une manière d'en tirer des réfultats fur 
lefquels on piaffe compter. 
Fie. 3.6$. Soit M un corps pofé fur le plan horizontal A B 
fie tiré fuivant QC par le poids P, au moyen du Çl QCP; 
que l'on fuppofe paffer fur la poulie C. Il eft clair que le 
frottement eft ici le feul obftacle au mouvement du corps M r 
puisque tout l'effort de fa pefatatewr eft détruit par le plan 
fur lequel il vepofe. Sans cet obftacle , la moindre puiffance P 
fuffiroit donc pour le faire mouvoir horizontalement. Cela 
pofé, prenez pour P différents poids , jufqu'à ce que vous 
en trouviez un qui fok fur le point de mettre le corps en 
mouvement : fie vous aurez alors un moyen bien (impie dé 
connoître le frottement. 
Prolongez enfuite la dire&ion Cg jufqu'à ce quelle 
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rencontre en AI la verticale MN menée par le centre de 
gravité; repréfentez par MNlt poids du corps , 6c par MF 
la force P > vous aurez la diagonale M T pour la résultante 
de ces deux forces. Cette réfultante fera inclinée d'une 
certaine quantité fur l'horizontale AB ; & c'eft l'angle de 
fon inciinaifon MTN que Ton appelle Y Angle du frottement. 

Or la tangente de cet angle eft au rayon , comme la force 
idu frottement eft à la preflion. Connoifiant donc ce der- 
nier rapport , il fera facile de déterminer Tangie du frotte- 
ment ; 6c fi comme on Ta obfervé fouvent dans certains 
corps y le frottement eft le quart de la preflion , oh conclura 
que l'angle du frottement eft celui dont la tangente eft qua- 
druple du rayon. Cet angle eft donc de 75° 58', ainfi que 
les tables le donnent. 

2 6 6. En général, pour qu'un corps foit fur le point de 
fe mouvoir , il faut que la réfultante des forces qui lui font 
appliquées , fafie avec la furfece frottante un angle égal à 
l'angle du frottement. De plus , le point T de la bafe A B , 
par lequel pafle cette réfultante , ne doit pas forrir de la 
bafe , fans quoi le corps fe renverferok. 

a 67. On peut déterminer suffi la réfîftance que produit 
le frottement , en poûtnt un corps quelconque dont le poids 
foit connu • fur un plan AB mobile autour de l'axe horizon- Fl °* 
tal A y 6c en inclinant ce pian , jusqu'à ce que le oorps 
foit fur le point de glifler. Alors fon poids repréfenté par 
MT y fe décompofera en deux forces , Tune MN perpen- 
diculaire au pian > l'autre MV qui lui fera parallèle. La 
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première eft totalement détruite par la réfiftance du plan , la 
féconde eft détruite par le frottement, & lui eft par confé- 
quent égale. Donc la force du frottement eft au poids du 
corps y comme le fmus de l'inclinaifon du plan fur l'horizon 
eft au finus total. L'angle MTN du frottement eft donc 
égal à l'angle C A B du plan avec la verticale. 

2 6 8 • Or cet angle une fois connu , on peut avoir égard 
aux effets du frottement , dans l'ufage des machines. Prenons 
le treuil pour exemple , & fuppofons la roue I K 6c le 
F*?* cylindre LG F dans un même plan, le tout mobile autour 
de l'eflieu ou Boulon C NT. Soient prolongées les direâions 
P y Q F de la puiflance & du poids , jufqu'au point de 
concours M , 6ç foit M T la dire&ion de la réful tante. 

Cela pofé , s'il n'y avoit aucun frottement à vaincre > cette 
réfultante feroit dirigée fuivant MNC vers le centre P> 
c'eft-à-dire, perpendiculairement à la furface du boulon : 
mais dans le cas du frottement , il faut qu'elle faffe avec le 
boulon un angle MTN égal à l'angle du frottementt 
Quelque foit la valeur de cet angle , que nous appellerons^ 
on connoîtra dans le triangle C MT les deux côtés CT % 
CM, & l'angle CTM ==po°-f-/ : on trouvera donc 

'^ pour l'expreflion du finus de l'angle CMT $ que 
nous défignerons par ?. Soit A =s= l'angle CM P, foit B = 
l'angle CMF; &on aura PMT?=A— 9 , & TMF=4 
B -4-*. Mais puifque AfTeft la dire&ion de la réfultante 
des deux forces P& Q , on a P : Q : :fin T MF: fin TMP: : 
fin(B-t-?):ftn(A — 9 ) i & c eft4à le rapport que doivent 

avoit 
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Avoir entr'elles les puiflances P Sx. ^ pour fe faire équilibre 
dans le treuil. 

* 

Si on fuppofe parallèles les dire&ions de P & de Q , on 
pourra regarder comme infiniment petits les angles A >B ,<p\ 
& alors on aura P : Q : : fin B -{-fin p : fin A — fin p. Or 



CF+CTcoff: CO — CTcoff. 

Remarque I. 

2^9- Il y a toujours , dans l'hypothefe du frottement > 
deux valeurs entr'autres à donner à la puiflance pour foute- 
nir le poids * Tune plus grande, l'autre plus petite que fi le 
frottement n'avoit pas lieu. Car prenant NT'= AT, la 
réfultante peut être dirigée fuivant M T', fans-que l'équili- 
bre en foit altéré , puifqtie cette réfultante fait encore avec 
la furface du boulon un angle égal à l'angle du frottement. 

Dans le premier cas , qui eft celui que nous avons examiné 
<f abord , 6c dans lequel M T eft la réfultante de deux for- 
ces mifes en équilibre , on a P : Qnfin TMF :fin TMO; 
& il eft clair que la puiflance a moins d'avantage alors que 
Vil n'y avoit pas de frottement : mais dans le fécond cas , 
où l'on a P : Q : : fm TMF : finTMO, il eft clair auffi 
<que les efforts de la puiflance feroient moindres , que s'il 
n'y avoit aucun frottement. 

En fuppofant parallèles les direûiôns des puiflances P ôc Q, 
on trouvera que les deux valeurs de P, l'une plus grande, 
foutre plus petite que lorfqu'il n'y a point de frottement * 

,Ul CO-Cr»// * ^ CO + CTcoff 

Dd 
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Exemple. 



Supposant parallèles les direétions de la puîfïance & du 
poids , foie le rayon CO de la roue vingt fois plus grand que 
celui du boulon; foit le rayon CF du cylindre quatre fois 
plus grand que celui du boulon ; foit enfin la force du frot- 
tement égale au quart de lapreflion. On aura tangf=s+ 9 
qu coff = — : & les deux valeurs de P qui fuffiront pour 
mettre le poids Q fur le point de monter ou de defeendre , 

r • 1 QiAVn H- i> • Q(4^I7 — i) 

feront exprimées par * v , ' & ^— ; * Qui en 

r r 20^17 — 1 zo|/I7H-i 7 * 

faifant le calcul, fe réduifent à 0,2147^ & 0,1852 Q. La 
première eft en effet plus grande que y Q } & la feconde eft 
plus petite. 

On peut appliquer cette folution à un levier qui tour- 
nèrent autour d'un boulon, en regardant CO 6c CF comme 
les perpendiculaires menées du centre du boulon fur les 
direâions des puiflances. On Tappliqueroit auffi à la poulie 
fixe y en faifant CO = CF. 

Remarque IL 

270. Au refte, quand bien même on réufliroit à établir 
enfin une théorie claire & folide fur la réfiftance occafionnée 
par les frottements , il refteroit encore une difficulté prefque 
infurmontable dans les moyens d'en faire l'application. Car 
cette théorie , de quelque généralité qu'elle pût être d'ail- 
leurs , n'en exigerait pas moins , pour être appliquée 
avec fuccès , que des expériences réitérées , uniformes fie 
fur-tout extrêmement variées pour chaque cas d'équilibre 
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êc de mouvement, fiflenc connoître avec une certaine pré- 
cifion le degré de cette réfiftance. Or il ne paroît pas vrai- 
femblable que Ton puiffe jamais réduire à des règles 
confiantes les faits déjà connus qui y ont rapport , bien moins 
encore la foule immenfe de ceux qui relient à connoî- 
tre. Le poli des furfaces eft fufceptible d'une fi grande 
variété , fans qu'il y ait aucune échelle de com parai fon qui 
en faffe diftinguer les degrés , qu'il n'en faudroit pas da- 
vantage pour ôter tout efpoir d'une théorie généralement 
applicable aux effets du frottement. Mais il s'en faut bien 
que ce foit là le feul obftacle à l'exiftence d une pareille dé- 
couverte. La preflion , la grandeur , la nature , la diredien 
6c la vîteffe des furfaces frottantes , les variations de l'Atmos- 
phère, 6cc, font ici des éléments néceffaires ; 6c on fait jus- 
qu'à quel point tant de caufes différentes jettent de l'in- 
certitude dans les réfultats des expériences. On ne doit 
donc attendre des calculs relatifs au frottement qu'une ap- 
proximation plus ou moins exacte , 6c fouvent tâtonnée , 
fur-tout pour les machines exécutées en grand. 

Remarque III. 
271. On ne manque pas de moyens pour diminuer les 
frottements , foit en poliffant bien les furfaces , foit en les 
féparant par des rouleaux , foit en les oignant de quelque 
matière grafle , 6c principalement en évitant de faire mou- 
voir des corps homogènes les uns fur les autres. Car l'ex- 
périence prouve que des métaux différents fe meuvent avec 
plus de facilité y foit en gliffant > foit en tournant , 6c s'ufent 

Ddij 
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par conféquent beaucoup moins > en frottant l'un contre 
l'autre y que diverfes parties du même métal que Ton feroit 
mouvoir les unes fur les autres. L'acier , par exemple , fe 
meut plus facilement fur du cuivre que fur de 1 acier. Il y a 
même du choix à faire parmi les corps hétérogènes y pour 
faciliter de plus en plus leur mouvement. Ain(i 1 acier 
tourne plus aifément dans du cuivre jaune , que dans du 
cuivre rouge , que dans du plomb ou de rétain. Ce font 
des faits établis par l'expérience à laquelle il faut avoir 
principalement recours en pareille matière. 

272. Mais fi avec toutes ces précautions on peut di? 
minuer les effets du frottement , il ne faut pas croire que 
Ton puifle jamais venir à bout de les détruire. C'eft donc 
une chimère qu'une machine fans frottement : c'en eft donc 
une autre que le Mouvement perpétuel tant vanté , tant cher- 
ché par quelques Machiniftes , & prefque toujours le ridi- 
cule objet de leurs folles dépenfes. Four qu'ils puffent fe 
flatter de produire enfin ce Grand- œuvre de la Méchanique, 
il faudroit auparavant imaginer quelque moyen de rendra 
aux forces motrices ce que les frottements inévitables leur 
font perdre de toute néceffité. Or cette réprodu&iqa eft 
impoflible, fi on n'appelle pas de temps en temps au fe cours 
quelque puiflance étrangère qui les ranime , foit ea reban-i 
dant des reflbrts , foit ea remontant des poids , foit ea don* 
nant de quelque autre manière l'impulfion , le mouvement 
& la vie à ces fortes d'automates. ^ 
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Remarque IV. .' 

■' 273» ^es Moyens d'augmenter lé frottement fqrçt'l etW 
Core plus multipliés & plus faciles que ceux de le diminuer. 
Mais la plupart font fi connus qu'il fer oit inutile de Itâ 
rappeller ici. Perfonne n'ignore leur utilité dans les Ârttj 
méchaniques & dans prefque tous les ufages de la vie. C'eft 
par le frottement que les limes , les râpes , les fcies , & 
généralement tous les outils de ce genre agiffent fur les 

corps les plus durs. C'eft par le frottement auffi que Ton 

* * »*• 

polit les métai*x> les glaces, les diamants mêmes, Si avant 

de defcendre des montagnes un peu rudes, on enraye les 

« 

voitures , ce n'eft que pour retarder leur marche , en aug- 
mentant le frottement ; & fi pour jetter l'ancre ou pour 
la lever , on facilite les manœuvréè en faifant faire au cable 
qui la foutient , quelques tours fur le cylindre du ca« 
beftan, ce neft encore que pour augmenter la réfiftance 
du frottement. Une feule cheville qui frotte contre Y Arbre 
d'un moulin fuffit pour arrêter toute l'impétuofité du vent , 
ou de l'eau. On fait avec quelle force les filions d'un écrou 
frottent contre le filet de la vis,&c,&c. 

Remarque V. 
On croit affez généralement qu'une puifTance n'a jamais 
plus d'énergie pour foutenir un poids en équilibre fur un 
plan horizontal ou incliné , que lorfque fa direction eft pa- 
rallèle au plan ; mais cette affertion n'eft vraie qu'en 
faifant abftraûion des effets du frottement : car on trouve 
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pat le calcul , que pour faire mouvoir un corps quelconque 
fur un plan horizontal, en ayant égard à ces effets, & en 
les fuppolut égaux au tien de la preûlon, la diredion la 
plus favorable que l'on puuTe donner à la puiûance eft celle 
qui fait avec le plan , un angle de 18° 27' à-peu de choie 
près. 
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SECONDE PARTIE 

DE 

LA MÊCHANIQUE 

ou 

LA DYNAMIQUE. 



274«^c. UAND ks piriflances qui follicitent un corps au 
mouvement., ne font pas en équilibre , ce corps doit nécef- 
lairement fe mouvoir ; & fi après une première impulfion 9 
les puifiances ceflent tout- à -coup d'agir fur le mobile, fie 
l'abandonnent à lui-même > on voit bien que ion mouvement 
.doit être uniforme & reûiligne. Mais fi parvenu au bout 
d'un certain temps au point B de fa dirçâion A B Ç y il y Fi*» 
eft follicité fuivant B E par quelqu'autre puUT&cç % alott n> 
repréfentant par BC la vîteiTe qu'il avait fuivant: /4B> 6ç 
par fi £ la, vîteiTe qu il vient de recevoir % on aura la dia? 
gonale B D du parallélogramme BEDC % pour exprimet 
fa direâion & fa vîteiTe effe&ives. , ' 

Pareillement f El à quelque point D de cette direâion > 
une nouvelle puiflance agit fur le mobile > 6c lui imprime la 
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vîtefle DU, on prendra fur le prolongement de BD , une 
ligne D G pour repréfenter la vîtefle fuivanc B D , & ache^ 
vant le parallélogramme DHF G, on trouvera que la dia- 
gonale D F exprime la dire&ion que ce corps doit prendre , 
& la vîtefle avec laquelle il dok fe mouvoir. 

En continuant le même procédé , on conçoit aifément 
que toutxorps ainfi follicité par des impul fions fucceiïiyes y 
dok parcourir les côtés d'un même polygone : & s'il ne les 
décrit pas avec la même vîtefle, au moins les décrira-t-il 
uniformément chacun en particulier. Âppellant donc s un 
côté quelconque dû polygone , t le temps employé à par- 
courir ce côté , & u la vîtefle du mobile pendant qu'il le 
parcourt , on aura u = — ; mais ces trois quantités peuvent 
être différentes pour les différents côtés du polygone. 

2,7$. Suppofons maintenant qu'une force accélératrice 
«gifle fur le mobile , à chaque inftànt< infiniment petit , c'efb- 
à*dire , tëuis la moindre interruption : il eft clair que la ligne 
décrite fera compofée d'une infiaité de petites diagonales , 
dont la fuite formera un arc de courbe , tant que la direction 
de Ha force âtcélétatrice ne coftfpirera pas avec celle du 
iftobile. Chacune de ces diagonales fera donc un des élé- 
ments infiniment petits, ils, dé la courbe décrite, flc dt 
fera l'élément du temps r employa à parcourir tfarc entier x. 
Àinfi la formula générale de la vfrefib d'un tel mobile fera 

d x - 

mm — ' ' /»■»-■ 

M==S 7T' ... 

< ' '2.76. SI fe corps fe meut en ligne droite ,' 6c û la pùif- 

iaace atfûél&atrica ajjit dans fa direâiôn , elle augmentera à 

chaque 
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chaque inftant la vîteffe du mobile , d'une quantité infini- 
ment petite du. Mais cette quantité ne fera pas la même 
pour tous les infiants , à moins que la force accélératrice 
ne foit confiante. Or puifque cette force imprime dans 
l'inftant dt la vîteffe du, il efi clair qu'en agi/Tant égale* 
ment dans l'inftant fuivant , elle imprimeroit une vîteffe 
égale du y enforte que fi le mobile néprouvoit d'autre ac- 
tion que celle d'une telle force , il auroit à la fin du fécond 
inftant , une vîteffe 2 du. Cette aâion répétée pendant un 
nombre n d'inftants , produirait donc la vîteffe ndu, au 
bout du temps ndt. 

Soit ndt=z 1 , ou » = ^ ; on aura pour Texpreffion de 
la vîteffe acquife dans une unité de temps y — • Appelions p 
cette quantité , qui ne peut manquer d'être connue, puifque 
c'eft elle qui mefure Tintenfité de la force accélératrice : 
nous aurons donc du —p dt , expreffion également propre à 
repréfenter l'accroiflement ou la diminution de vîteffe que la 
force accélératrice produit dans le mobile , félon que fa 
direction confpire avec celle du mouvement, ou qu'elle lui 
eft direâement oppofée. 

277* La quantité p efi variable > toutes les fois que la 
force accélératrice n eft pas confiante ; car nous entendons 
ici par/? la vîtefle que l'intenfité a&uelle de la force accé- 
lératrice répétée également & continuellement pendant une 
unité de temps , produirait dans un mobile uniquement fou- 
rnis à fon aûion. Il eft affez ordinaire cependant d'entendre 
par/? la force accélératrice elle-même : mais fi on veut avoir 

Ee 
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des idées claires fur ces premiers principes de Dynamique , 
il ne faut point perdre de vue la feule manière exaûe de 
confidérer les puiflances* Or nous avons dit ( a y ) qu'elles ne 
doivent ni ne peuvent entrer en confidération y qu'à raifon 
des effets qu'elles produifent. 

SL toute leur aâion s'exerce dans un inftant, il en réfulte 
dans le mobile une certaine quantité de mouvement > dont la 
mefurè fait toujours connoître leur énergie : mais s'il eft 
queftion d'une force accélératrice qui agit inégalement à 
chaque point de la route du mobile , il faut, pour enmefurei 
les divers effets , fuppofer pour un moment que cette force 
eft confiante , 6c voir enfui te ce que fon aâion répétée égale* 
ment 6c continuellement pendant une unité de temps , pour* 
toit produire de vîtefle dans le corps fournis à fon impulfion. 

a 7 8* Cette vîtefle que nous avons appellée^eft très* 
propre à faire connoître l'intensité de la force accélératrice > 
dans un point déterminé, quel qu'il foit , puifqu'en fuppo* 
fant que la valeur de/? devienne double , l'accélération doit 
être double auffi , p étant en général proportionnelle kdu. 
D'ailleurs la valeur de p variant à chaque point de l'efpace 
que parcourt le mobile 9 elle marquera les degrés d'accélé- 
ration que la force motrice doit produire à tel ou tel point» 
On voit dont que la quantité p ne doit entrer dans le calcul, 
que comme ftmple mefure de* effets produits par la force 
accélératrice , 6t que la manière la plus fimple d'apprécier 
cette forée; eft de faire contiûîtfê la valeur dtp. 

279. Après Cette courte espôfition du vrai fens qu'il 
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faut donner à la formule du—pdt y noua dirons avec tous 
les Géomètres modernes , que ['élément de la vîtejfc eft égal 
(m produit d? la force accélératrice par f élément du temps. Mais 
nous convenons que cet énoncé , commode pour fa briè- 
veté, pécheroit abfolument du côté de l'exaditude, fi on 
p'y a t ta choit pas une jufte idée de ce qu'il faut entendre par /*• 
Il en eft de ces expreflions comme de tant d'autres confa- 
crées par l'ufage ; elles deviennent toutes indifférentes 
pour quiconque les a une fois bien conçues. 

2 S O* Au refte , quoique la formule dv—pdt n'ait lieu 
que pour les mouvements re&iiignes troublés par une force 
accélératrice , elle peut s'appliquer aifément aux mouve- 
ments curvilignes. Pour cela , foit Mm l'élément infiniment Fig. 
petit que le corps eft cenfé avoir décrit dans l'inftant à t. 
Si après lavoir parcouru y il nétoit follicité par aucune au- 
tre puifTance, il continuerai; de fe mouvoir uniformément 
en ligne droite dans fa première direction M m ni! , fie l'inf- 
tant fuivant dt f t o\x dt ^ ddt \\ parcourrait l'efpace 

, dsdt' 

d* 

Suppqfçns donc qu'il eft foUiçité au point m par dep 
puifîances quelcot^quçs ; on pourra les réduire toutes à 
deux , lune T fuivant M m ni 9 l'autre N perpendiculaire 
à Ai mwl. La première. eft généralement connuç fou^ le nom 
de force TajigmtifiUt ; on appçllç fa ; fes&n<J*y fyw Nor- 
male. La force t^genqçlle accé.iére rà la vîtfffTc) du ir*oWe 
cfcns la dirçâiou mm', & le fer% pwrçnfr çn un point quel- 

4 

m u au bout-du tejng$#' : ainft Va&tç\ffommt 4e » 
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vîtefle fera du = Tdt'. La force normale y au contraire ; 
n'altérera point le mouvement du corps : mais elle chan- 
gera fa direâion , & lui fera parcourir un petit efpace roV 
perpendiculaire à mm 11 . Or la vîtefle néceflaire pour le 
parcourir dans Tinftant dt 1 eft exprimée par^~, & cette 
vîtefle étant imprimée par la force accélératrice N , on aura 

En vertu de ces deux forces & de la vîtefle qu'a déjà le 
corps fur fa Trajeâtoire y il fe trouvera au point a* après l'inf- 
tant d t'y & il aura décrit le fécond élément m h> ou ds -h 
d ds de la ligne de fon mouvement. Soit R le rayon ofculateur 
de la courbe qu'il doit décrire ; on aura m 11 ^ =-£-> ^ * es 
trois équations relatives au mouvement feront »=—♦.. 
du =*Tdt , ...ds* s =R.Ndt'\ Mais puifque dt'^dt 
-t- d d t y ces équations étant homogetjes , on pourra fub£ 
tituer dtzdt'yCt qui les changera en celles-ci. ut=^~ . # ; 
d u = Tdt. ..ds* = R. Ndt* ou u* = R. N ; & c'eft au 
moyen de ces équations que Ton peut déterminer pour 
chaque point de la trajeâoire , la vîtefle d'un corps follr- 
cité par des puiflances quelconques , dans tous les cas du 
moins où cette ligne fe trouve dans un même plan. 

2 8 I • Ces premières notions une fois établies , nous, 
allons entrer en matière , & traiter par ordre les princi- 
pales queftions de la Dynamique. On peut les réduire à 

trois. Dans là première , nous cbnfidérerons le mobile 

• » » » ■ 

comme un point libre qui peut également obéir à toutes les 
Sollicitations des. puiflances accélératrices. Dans la féconde^ 
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tious regarderons encore le mobile comme un point , mais 
nous fuppoferons qu'il doit fe mouvoir fur une ligne ou 
furface donnée : enforte que les forces par lefquelles il fera 
folliché au mouvement , ne pourront qu'accélérer ou retar- 
der fa vîtefle dans cette trajeâoire déjà tracée. Nous -exami- 
nerons enfin dans la troifieme le mouvement des points qui 
agiflant les uns contre les autres , troublent par cette a&ion 
mutuelle leurs mouvements refpe&ifs > & delà nous dédui- 
rons le mouvement des corps confîdérés comme ayant un 
volume fini. Tels feront les principaux objets des trois 
Se&ions de la Dynamique. 

2 8 2 • Mais avant d'entrer dans aucun détail , nous ré- 
péterons les vraies lignifications des quantités u 6c p dans les 
équations fondamentales , » = -^- ...du = pdt : car il eft 
important que Ton en ait des idées claires & précifes. 

Par u il faut donc entendre ici une quantité variable qui 
exprime pour chaque ïnftant l'efpace qu'un mobile quel- 
conque pourroit parcourir dans une unité de temps , fi fon 
mouvement devenoit tout-à-coup uniforme & reftiligne; 
u eft donc la \keHk dont le mobile feroit animé, files forces 
accélératrices ceffoient tout-à-coup d'agir. 

Nous entendons par p une autre quantité variable qui 
exprime pour chaque infiant la vkefïe que la force accélé- 
ratrice , devenue confiante , feroit capable d'imprimer au 
mobile y en répétant également & continuellement fon ac- 
tion pendant une unité de temps. 

2 S 3* Au reflètes deux formules u s=» ~ . . . àu=pdt y 
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en donnent deux autres, uèu **pds..pdt *m> ^(-37) > dont 
l'application & l'ufage s'étendent également fur prefqu* 
tous les objets que nou9 allons difcuter. On va voir , en 
effet , que la plus grande partie de ces difçuffions confiftq 
à appliquer ces quatre formules à différentes valeua de p. 



■■ j 



SECTION I. 

Du Mouvement d'un point libre sollicita 
par des Puissances quelconques. 



O N peut confidérer le mouvement d'un point librç dans 
deux états différents , fuivant que ce point fe meut dans 
le Vuide , ou dans un Milieu rififtant. 

Article I. 

Du Mouvement dun point libre JoUiçité par des puijfawes 

quelconques , dans le vuide. 

a 84* Le premier objet qui fe préfent» dans cotte théo- 
rie , comprend en général tous les mouvements rçûitignes ; 
mais comme celui dea corps grave» eft le plus utile > nous 
nous attacherons fpécialement à en bien faire coonofcft 
toutes les circonstances. 

La gravité > comme nous l'avons dit ailleurs , efl une force 
accélératrice confiante qui exerce fur tous les corps une 
aftioa continuelle fuivant des dire&ions perpendiculaires à 
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* 

l'horizon. Suppofons donc qu'un corps quelconque tombe 
du repos fuîvant une ligne verticale : la gravité agira fur lui ,* 
& le folliciterà fans cèflè. Il fera donc animé par une forcé 
accélératrice cohftànte que Ton peut appeilêr g j ainfî nous 
aurons pour l'équation de fbn mouvement j du±*xgdt dont 
l'intégrale éft u =*g t. 

a 8 5 • Cette formule nous apprend déjà que dans la chiite 
'des corps graves , la vîtejfe aa/uife ctofo à proportion du temps 
écoulé depuis Porigine du mouvement. 

Si on intégre aulïi l'équation ud* *±* gds , feh aura 
uu = 2g s , qui en fubftituant g* t % à la place de »% donnera 
$stz{gt % . Nouveau réfultat général qui nous fait voir que 
les efpaces parcourus depuis t origine du mouvement font toujours 
proportionnels aux quarrés des temps. 

Et comme les vîteffeê acquifes font proportionnelles aux 
temps y on petit dire auffi que dans le mouvement des Corps 
graves , les efpaces parcourus font toujours proportion* 
nels aux quarrés des vîteffes acquifes. Or ces deux équations 
u *=*g t . . • s = ±g *% qui renferment la troifieme u u=. 2g s, 
fuffifent dans tous les cas pour déterminer les tirconftariceô 
relatives au mouvement des corps graves > quand on connoît 
une fois la quantité confiante g-; & on n'a rien négligé de ce 
qui pouvoit en procurer une exaâe connoiflance. 

2. S 6. Des expériences multipliées , faites avec tout le 
foin que 1 où pouvoit attendre des Phyfîciens les plus ha*» 
biles , & confirmées fur-tout par les réfultats les plus uni* 
formes de la théorie des Pendules , Ont conftaté d'une fam* 
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niere très-sûre les loix de l'accélération produite dans les 
corps graves en vertu de la pefanteur. On fait par exemple 
que fous la latitude de Paris un corps abandonné à lui-même 
parcourt dans la première féconde de fa chute , i y pieds 
& yz> ou plus exa&ement , if, 05)8 pieds. Suppofant donc 
que Ton compte le temps par fécondes , & Tefpace par piedsj 
on aura *= i , toutes les fois que j = i j, op8. Ainfi en 
fubftituant ces valeurs dans l'équation s = \gt* , elle de^ 
viendra 1 y , o$>8 c= j.^; d'où on déduit g ±= 30 , iptf , va- 
leur qui repréfente très- exa&e ment la force de la gravité, 
& qui dans le mouvement des corps graves tient lieu de 
cette force accélératrice p dont la formule du — pdt fait 
mention en général. 

a 87» La valeur de g ainfi déterminée , il fuffira de 
çonnoître une des trois quantités u y s ,t , pour déterminer 
immédiatement la valeur des deux autres > au moyen des 
jéquations, u *=gt . . .1= \gt % . ..uu — 2gs. 

Exemples. 

I. On demande combien il faudrait de temps pour qu'un 
coups abandonné à lui-même tombât de 400 pieds de haut ?..• 
L'équat ion s = ± g i 1 donne t % = —^ = 26, 4P35 ; donc 
t =2 \/^26. 493 j = $ y. Il faudrait donc j'y pour que ce 
corps defcendît de la hauteur propofée. 

II. On demande quelle ferait la vîteffe de ce même corps 
à la fin de fa chute ? . . . L'équation u u =3 2 g s donne en y 
fubftituant les valeurs connues , u u = 2 . 30,1,96 . 400 =* 
2415**8; donc 0= 1/2415$, 8 =riyj|. Ce corps par- 
courrait 
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tourroît donc i j y pieds y par féconde , fi la gravité n 5 agiflbit 
plus fur lui > du moment où il feroit defcendu de 400 pieds 
de haut. 

III. Trouver la profondeur d'un puits au fond duquel on 
fait qu'un corps ne parvient qu'au bout de 7" ? . . . Prenez 
l'équation s = xg*% & fubftituez-y les valeurs de£ & de t , 
vous trouverez que j= i J,o$>8 . 49 = 739 pieds f. 

IV. La profondeur de ce puits étant de 739 pieds f, & 
le temps de la chute étant de 7", combien de pieds doit par* 
courir le corps dans la première féconde? . . . Lesefpaces 
parcourus font proportionnels aux quarrés des temps ; on a 
donc 4P : 1 : : 739 pieds f : x = if,op8 y comme l'équa- 
tion Yg = -i- le donne immédiatement* 

V. De quelle hauteur faut-il qu'un corps tombe pourac- 
quérir une vîtefle de 400 pieds par féconde ? . . . Si vous 
prenez la valeur de s dans l'équation u u = 2g s 9 vous trou- 
verez—^- — , qui fe réduit à 2649 f. La hauteur demandée 
doit donc être de 2649 pieds f ; enforte que fi après l'avoir 
parcourue , le corps n'éprouvoit plus l'aâion de la pefan- 
teur , il conferverôit à perpétuité dans le vuide , une vîtefle 
uniforme qui lui feroit parcourir 400 pieds par féconde. 

Ces formules peuvent fervir à vérifier la Table fuivante. 
Elle a été calculée d'après la fuppofition qu'un corps grave 
abandonné à lui-même parcourt dans la première féconde de 
fa chute 15 pieds 1 pouce 1 ligne fi ce qui ne diffère -de 
if, 098 pieds que d'un tiers de ligne, en moins. Voyez 
Muflchenbroek, Introduiïio ad Philofopkiam natw aient. 

Ff 
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2 S 8* O" appelle Hauteur due à une vttejfe celle d'où un 
corps pcfarrt devroic tomber pour acquérir cette vîteffe. Soit 
b la hauteur convenable , foit u la vîteffe qui en réfulte , on 
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aura uu*=**gh. Les vhejfes acquifes font donc proportionnelles 
aux racines quarrées des hauteurs qui leur font dues. L'ufage de 
ces hauteurs eft fort commun dans les ouvrages de Dyna- 
mique, depuis que lés Géomètres modernes les ont intro- 
duites dans leurs calculs , au iieu^des vîteffes mêmes dont 
elles donnent la mefure. 

2, S 9* Si le corps , en tombant , avoit reçu une certaine 
vitefle verticale, on pourrait appeller h la hauteur due à 
cette vîtefle , & alors le mobile ayant parcouru Tefpace s 
ièrok dans le même cas que s'il étoit tombé de la hauteur 
h -4- s. Ainfi on auroit pour équations de Ton mouvement 

M^gt+y^...s+h=±g(t+^y,^ 

290. Suppofons maintenant qu'un corps foit lancé de bas 
en haut avec la vîtefle P 9 & qu'il s'agifle de déterminer fon 
mouvement. Nous reprendrons pour cela l'équation du =* 
pdty en obfervant que la vîtefle du mobile eft continuel- 
lement retardée par l'aûion g de la pefanteur. Il faudra 
donc écrire — d u =» g d t. Or fi on intègre cette équation 
de manière que u devienne f r > lorfque t * o , on aura u » 
f ~ gt; & cette valeur étant fubftituée dans Féquatioa 
ds=*Hdt 9 <m trouvera ds^sf^dt — g t d t dont l'intégrale 
eûs3=*yt — rg* % * Ces deux équations font évidentes par 
elles-mêmes; car le corps conferveroit toujours la vîtefle V> 
s'il fl'étoît pas retardé dans fini mouvement par la pefanteur, 
Donc puifque la pefanteur imprime au bout du temps t la 
vîtefle gt en fens contraire , il faut néceffairement que celle 
du mobile devienne V — g t. Il faut aufli que Pefpace par- 

Ffij 
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couru à la fin du mouvement foie tel que la féconde intégrale 
t=*Vt — igt* le donne : car fi la pefanteur n'agiflbit pas 
£\xt le mobile, il parcourroit dans le temps t Tefpace Vt \ 
donc puifque l'a&ion de la pefanteur retarde fon mouve- 
ment , & le fait defeendre de la quantité ig t% y 1 efpace 
qu'il pourra parcourir doit fe réduire à Vt — t£*\ 

2 9 I . La première équation u=*V — gt prouve que le 
mobile continuera de monter , jufqu'à ce que V=*g t , c'eft- 
à-dire y jufqu'à ce que la gravité lui ait imprimé en fens 
contraire une vîtefle égale à celle de proje&ion. Alors il (h 
trouvera élevé à la hauteur due à la vîtefle V\ mais à peine 
l'aura- 1- il atteinte, que toute; la force proje&ile étant épuifée,' 
celle de la pefanteur reprendra le deffus. Le corps defeendra 
donc comme du repos ; fuivant les loix que nous connoi(Ton% 
& il employera à defeendre , le même temps qu'il a voit mis 
à monter. 

292. Par-là , on peut aifément connoître à quelle élé- 
vation eft parvenu un corps jette verticalement en l'air, 
toutes les fois que Ton connoît le temps écoulé depuis l'ori- 
gine de fon mouvement jufqu'à Imitant de (a chute. Suppo- 
fons , par exemple > qu'une bombe fortant du mortier fuivant 
une direâion verticale, retombe au bout de 18 fécondes* 
Elle a dû s'élever pendant p", à une hauteur exprimée par 
1; , op 8 pieds multipliés par 81 , puifque les efpaces parcou- 
rus font comme les quarés de temps; ainfi fa plus grande élé* 

1 

ration doit être de 1223 pieds. 

293» La formule uu = zgh fait voir que fi deux corps 
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font fournis à l'a&ion de deux gravités différentes , ils ne 
peuvent acquérir la même vîtefle , qu'en tombant de deux 
hauteurs réciproquement proportionnelles aux forces de ces 
gravités. On pourroit donc éprouver par ce moyen fi la force 
de la pefanteur eft la même dans les différents lieux de la 
terre : mais nous verrons dans la fuite que les ofcillations des 
pendules font beaucoup plus propres à vérifier ce qui en eft. 

2 ç 4« La gravité > au refte , agit généralement fur tous les 
corps y de manière qu'ils pefent tous les uns vers les autres 
& vers un centre déterminé. Son aâion ne fe borne pas 
aux corps fublunaires , elle paroît s'étendre fur l'univers en- 
tier. Telle eft du moins la bafe du fyftême de Newton. Il 
fit fentir d'abord la nécefïité de reconnoître dans le Soleil 6c 
dans toutes les Planètes , cette force univerfelle > nommée 
Anraftion ou Gravitation > par laquelle toutes les partie^qui 
les compofent, & tous les corps qui les entourent , gravitent 
vers leurs centres reipeâifs. Calculant enfuite les effets de 
cette gravitation , par rapport aux corps pofés fur les fur- 
faces du Soleil y de Jupiter , de Saturne & de la Terre , il 
prouva qu'ils étoient entr'eux dans le rapport de ces quatre 
nombres , 10000,543, $ 2 9>43S* Appliquant donc à ces 
xéfultats la formule uu=R2gh, on voit que les hauteurs 
dont un corps quelconque devroit tomber près de la furface 
de ces aftres, afin d'acquérir . une même vîtefle, feroienc 

refpeaivement comme -^i— , ,h > 7T? > rhr- i 

2>ç 5 • En général , on pourroit déterminer le mouvement 

des corps graves près du foleil & de ces deux Planètes r eis- 
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fubftituant au lieu de g dans les équations * » £ ' j * » ff**,' 

la quantité - ffi . 30, iptf pour le Soleil , la quantité 
ij| . 30, ip<5 pour Jupiter, & £ff . 30 , i^tf pour Saturne, 
Ainfi la force accélératrice près de la furface du Soleil fe- 
roit <îp y f ; elle feroit dy } près de la furface de Jupiter , & 
3<£f près de Saturne, pendant qu'auprès de la Terre , cette 
même force eft 30 7. Delà on pourrait inférer avec raifon 
que les efpaces parcourus par un corps quelconque aban- 
donné à fa feule gravité , feraient pour la première féconde 
de fa chute, 348 pieds fur la furface du Soleil, 32 pieds j 
fur celle de Jupiter, 18 pieds j fur celle de Saturne , & 
1 s pieds «^ fur la Terre. 

Des Forces centrales. 

Fio. 296. On appelle Forces Centrales ou Centripètes, celles 
qui follicitent continuellement un mobile vers un point dé- 
terminé. Soit un corps en A qui pouffé par une force quel- 
conque dirigée vers C defcende du repos,on demande quelles 
doivent être les principales circonftances de ion mouvement i 
Appelions x l'efpace A Af parcouru dans un temps t , u la 
vîteffe au point M > & a la diftance AC. Celapofé, fi la 
force centrale agit en raifon compofée desdiftances , de ma- 
niere que l'expofant de cette raifon foit n , 6c fi on appelle / 
une diftance du point C , qui foit telle que l'aâion de cette 
force s'y trouve égale à celle de la gravité £, on aura la 
valeur qui convient à la force accélératrice en M , par la 
proportion fuivante , 
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D'oii on conclura ( a8j ) udu —. s x yJ~* ' • & appel- 
lant A la hauteur due à la vîteffe », ce qui donne ««= agA, 

& udu sssg à h, on aura </ A = —iil~il. L'intégrale de 

cette dernière équation eft A = — (w w, : or le mobile 
ayant commencé au point A de fe mouvoir , on doie 
avoir en même temps A= o , & # = o , ce qui donne la va- 
leur de la confiante C= a n + \ Donc ^ = fl "' < " / "' ( ' , T! t ) " > "> 
Mais quand on connoît une fois la hauteur h due à la 
vîteffe u y cette vîteffe fe détermine au (G- tôt par l'équation 
*=:y r 2gA. 

Le feul cas qui échappe à la formule précédente , eft ce- 
lui ou n = — * i . Alors la force centrale agit en raifon in- 
verfe de la diftance, & pour déterminer la valeur de h , il 
faut intégrer par logarithmes. L'intégration donne h =* 

2 97. Si l'expofant » -H i eft pofitif, on trouvera que 
la hauteur due à la vîteffe qu'aura le mobile , en arrivant au 

centre C, eft r ^TTii parce qu'alors x = a : mais fi »•+■ i 

eft un nombre négatif — n%{ auquel cas la valeur générale 
de A eft *-—=? . — -r-* — —■ ) cette valeur devient infinie en 
fuppofant x =a. Ainfi la vîteffe du corps arrivant au cen- 
tre y feroit alors infinie , ce qui eft aifé à concevoir , 
puifque la force centrale agit avec d'autant plus d'efficacité 
que le mobile eft plus près du centre. 

Dans ce même cas cependant > fi le corps tomboit d'une 
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hauteur infinie , ou fi le point A étoit infiniment éloigné du 
centre C> il n'auroit en arrivant au point M qu'une vîtcffc 
finie : car en pofant a & x infinies dans la valeur générale 
de A,on en déduit ^^^- ^ c Cr^« - Si par exemple 

la force centrale agit en raifon inverfe du quarré de la dit 

f % 
tance j on aura h = -^ : donc la vîteffe d'un corps qui def- 

cendroit d'une hauteur infinie , feroit réciproquement 
comme la racine quarrée de l'efpace qui lui refteroit à par- 
courir pour arriver au centre» 

a g S • Si n = i , ou fi la force centripète eft propor- 



tionnelle aux diftances du centre, on aura h= — ; & 

d x d x 

puifque dt =— = h > il faudra pour connoître t ; 
intégrer l'expreflion |/ ■£ . ——^—— Or l'intégrale eft 

y— • drc co/^^i donc appellant c la demi-circonférence, 
on aura pour le temps de la defcente jufqu'au centre C la 
quantité confiante — \/—. 

299. Si » = — 2 9 ou fi la force centripète agit en 
raifon inverfe du quarré de la diftance , comme les obfer- 
vations les plus confiantes femblent l'établir , on aura 

a a — x* fVig * \ x S fVzg 

adx—xdx r\-*à* — *d* r ai r (t* — *)àt 

>{«.-») • ° r ^7^ôP eutfe ^compofer en ^ J 

1 ad x 

& t v ,,4 X _ x , x y La première partie eft la différentielle de 
|/" ( a x — xx) ; la féconde eft celle d'un arc de cercle dont 
le finus verfe eft x, le diamètre du cercle étant a. On a 

intégrale 
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intégrale à laquelle il ne faut pas ajouter de confiante , 
parce qu'elle s'évanouit , lorfque x = o. Suppofant donc 
x «ssà a 5 on connoîtra le temps que le corps doit employer à 
parvenir au centre , par la formule y* * ■ ; & cette quantité 
&ant proportionnelle à a Va , il s'enfuit généralement que 
le s temps pendant lef quels deux corps dtfcendent du repos vers 
le centre des forces , font comme les racines quarrées des cubes 
dts hauteurs parcourues. 

m 

3 OO. Si la force centrale eût été fuppofée confiante , & 
toujours la même qu'au point A où fa valeur eft &^- , alors 
le mobile auroit parcouru l'efpace a , d'un mouvement uni- 
formément accéléré , & on auroit déterminé le temps par la 
formule a =-[-.-£££**, qui donne t= *"/' \ D'où il fuit 
que le temps employé à parcourir l'efpace a d'un mouve- 
ment uniformément accéléré , lorfque la force centrale eft 

* 

toujours la même qu'au commencement du mouvement , eft 
au temps employé à parcourir le même efpace, lorfque la 
force centrale augmente en raifon inverfe du quarré de la dis- 
tance :: 2 :{c ::^ : c, ou Comme le rayon eft à la huitième 
partie de la circonférence, ou à-peu-près comme 14. eft 
à 11. 

Ce que nous, venons de dire des mouvements reftilignes j 
fuffit pour les déterminer quelle que foit la force accéléra- 
trice. Il n'y a qu'à fubftituer 1a valeur de p dans l'équation 
udussMpds , ou gdh^apdsy après quoi il ne s'agit plus 
que d'intégrer. Examinons donc maintenant les mouvements 
curvilignes. 
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Problème» 

3 O I . Un corps étant foilicité par des forces accéléra- 
trices quelconques , & ayant reçu au commencement de fon 
mouvement une certaine vïtefle de projeâion fuivant une 
direâion quelconque > de manière qu'il foit obligé de fe 
mouvoir dam une orbite ou trajectoire curviligne , on de- 
mande comment on peut déterminer la nature de cette or- 
bite , le degré de vîtefTe que doit avoir le corps en un point 
quelconque , & le temps qu'il employeroit à parvenir à un 
point donné. 

Fie Soit A Mmp la courbe que décrira le mobile * foit A P 
136. 

Taxe de cette courbe , m N la normale , m T la tangente au 
point m. Appelions à l'ordinaire AP = x y P M*=y $ 
Mm = ds y la vïtefle au point Âf » # , la hauteur due à 
cette vïtefle * h » ^ y le temps employé à parcourir Tare 



A M — t j & le rayon ofculateur R = ~ 



Cela pofé , réduifons toutes les forces qui foUicîtent le 
mobile à deux autres forces Time N fuivant la normale m N 9 
l'autre T fuivant la tangente mT : & puifque nous avons 
déjà (280) 4es équations ds *=* udt . , . d*<=Tdt ... 
N . R = uve=* 2g h , nous pourrons conclure d'abord de 
la dernière que la force normale eft à celle de la gravité , 
comme la hauteur due à là vkefiedo mobile eft à la moitié 
du rayon ofculateur» Nous conclurons enfuite des deuâf 
équations ds= udt . ..du*=sTdt, que l'on a d * « 7tf J, 
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dont Hntégrale eft « u » %fTd s. Donc puifque u u e» N . /? f 
on aura N .R*=* 2fTd s. 

Or cette dernière équation ne renfermant ni ni r , puifquç 
les forces N&lT font des fonâion* de x & de ^ , il faudra 
faire trois intégrations pour avoir l'équation finie de la 
trajeâoire demandée. Celle-ci une fois connue , on déter- 
minera la vîteffe & le temps parles formules** *= ifTds.^. 
$ «=»/—• Et telle eft , en général , la voie que Ton peut fuit 
vre pour parvenir à la folution de ce problème. Mais cette 
voie y quoique très-naturelle , n eft pourtant pas la plus Am- 
ple dans bien des cas : en voici une autre qui nous paroît 
tnériter la préférence. 

302. Tout corps qui fe meut fur une ligne courbe , peut 
être confidéré • comme ayant deux mouvements , l'un paral- 
lèle à l'ablcifle * , l'autre parallèle à l'ordonnée^. Car fi en 
vertu du premier mouvement il peut parcourir l'efpace Mr 
ou à x , dans l'inftant d t , & fi en vertu du fécond il peut 
parcourir dans le même inftant l'efpace rm ou dy , on voit 
bien qu'il doit parcourir réellement la petite diagonale Mm 
ou ds. Sa vîtefle fuivaot l'axe AP fera donc exprimée par 
•~- ; nous la désignerons par vîtefle horizontale , & fa 
vîtefle fuivantP M , que nous appellerons la vîtefle verti- 
cale , fera repréfentée par ~. Sa vîtefle effective fera -£. 
. Or quelles que puiflent être les forces qui le foliicitent , 
00 peut toujours les réduire à deux , l'une X dans la direc- 
tton de MR , parallèle à *, l'autre Y dans la direftioa de 
MQ f parallèle à y, La première accélère le mouvement 

Ggij 
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horizontal , k féconde accélère le mouvement vertical ; 
& puifque l'accroiflement de la vîtefle eft toujours égal 
(27$) au produit de la force accélératrice par l'élément du 
temps , on aura les deux équations à (-r^) = Xdt . m • . • ; 
à (-57) = Y 4 1 y qui jointes à l'équation ordinaire à s = u dr % 
ferviront à déterminer le mouvement du corps, 

303. Au refïe , ces équations ne différent point , quant 
au fonds , de celles qui précèdent. On peut s'en afsûrer en 
multipliant la première P*r-^-; & la féconde par -^; car fi 

on ajoute les produits , on aura-^- d(~) -H ^ d(j~) = 

+ 17à(T;)=«'l«=Xd X +Ydy. 

Maintenant , fi on effeaue les diflFérentiatïons indiquée* 
dans les deux équations ci-defliis , on aura dtddx — dxàdt 
=>Xdt\..dtddy—dyddt*=Ydt\ d'où éliminant ddt, 
il viendra dx*d(j£y = dt' (Ydx—Xdy) ; & puifque le 

rayon ofculateur R == lîl_ — n trouvera en fubf- 

— dx*d(£-) 

tltumt^^dt'iXdy-Ydx), ou ^- — '* ~ rd * . 
Cette dernière équation & celle que nous venons de trou- 
ver , u d u == X d x-^-Ydy font donc équivalentes aux deux 
équations dÇ+f-J^Xdt.. . d(*iy=Yd t . 

Or en décompofant 1% la force X fuivant M R , en deux 
autre * forces, l'une tangentielle fuivant Mm,& exprimée 
P ar "J7*> rauttenOTmal e dans la direction de M N, ayant 
pour valeur £x. 1% En faiiànt fubir la même décompoû* 
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tîon à la force Y fuivant M Q , en deux forces dont l'une 

dv 

Tangentielle , fera repréfentée par -fc Y> fie l'autre Normale , 
par — ~ Y y on trouvera que la force tangentielle totale 

T=* xia + r ", & que l'autre force totale AT- 1 ^ , 
"Ces deux équations udu=:Tds...uu = N.R, équiva- 
lent donc à celles que le calcul vient de nous donner: ainfi la 
conformité de ce double réfultat eft une preuve de la bonté 
'des deux méthodes. 

Application au mouvement des Projectiles, 

• » • « 

304* Four rendre cette théorie plus claire, appliquons- 
là à un cas particulier ; fie fuppofons , par exemple , que la 
gravité feule trouble le mouvement d'un corps projette 
fuivant AV avec une vîteffe donnée Z 7 *, fous un angle Fr<?; 
VA? = a. I37 * 

t Dans cette hypothefe on a F=— g . . *. . X = o , ce qui 
donne les deux équations fui vantes , à (-57) = o . . . d (-57) 

d x dv 

s= — g dt, dont les intégrales font -— «= C > fie -^ =» C — g t m 
La première fait voir que la vîteffe horizontale eft confiante, 
comme cela doit être , puifque ce mouvement n'eft point al- 
téré. Or Vcofa exprime la vîteffe horizontale initiale , fie 

V fin * exprime la We verticale initiale , on a donc C =3 

V cafa> fie C = Vfin * , ce qui change les intégrales en cel- 
ks-ci dx=*Vd* cofa ...dy=s V fin a dt — gtdu Inté-r 
grant de nouveau , il vient x = Vt cofa . . .y — Vtfin a ~> 
^- ; ôc en éliminant f,on ny ==.» tang a — ±g. VVç u^ .Donc 



s?« TRAITÉ 

û la hauteur due à la vîtefle de projeûion eft défignée pat 

la confiante A, on trouverais* tanga — ■ , pour ex* 

primer le rapport des coordonnées dans la traje&oire du 

mobile. Et comme l'une de ces coordonnées , y , n'a qu'une 

dimenfion , on doit en conclure que la traje&oire eft une 

parabole. 

3 O 5 • U fuit de-là que tout projeâile lancé dans le vuide^ 
fuivant une diredion oblique à l'horizon, décrirait exa&e- 
ment une courbe parabolique. Mais dans l'état adhiel des 
choies, où la réflftance de l'air a tant d'influence fur le mou- 
vement des corps , la trajeâoire des projeâiles , celle d'une 
bombe par exemple, diffère fenfiblement d'une parabole* 
On verra même dans la fuite combien la recherche en eft 
compliquée. 

3 O 6* Le procédé qui nous a conduits à l'équation y =s 
x tang a — ** , n'eft pas le feul qui mené au même ré* 
fultat. On peut démontrer de plufieurs autres manières , qtje 
la trace du projeâile dans le vuide eft une parabole. On peut 
regarder , par exemple , la vîtefle initiale du mobile fuivant 
A V ) comme étant compofée d'une vîtefle y fin a fuivant la 
verticale A K y & d'une vîtefle Vcofa fuivant l'horizontale 
A P. Cela pofé , fi le corps n'avoit que la première vîtefle $ 
il «parviendrait , dans un temps t , \ m hauteur A Q =* 
Vifin a — ~g #• ( apo ) : mais pendant ce même temps , la 
feconde vîtefle doit le faire avancer horizontalement de la 
quantité Q^M^^Vt cofa. Donc il doit réellement parvenir 
au point M> dans le temps t , 6c on a comme ci-deflus g 
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y ==» Vtft*a<~\gt % ... x sss Vt cofa, 

La formule qui fert à déterminer le temps eft * pb -,*-. 
et la vîtefle du projeâile eft due à une hauteur exprimée 



par h — y : car ( 303 )u d*=iX d x + Y dyiàLoncCi AT=o 
& T'a» — g f on aura udu «= — g <ty , &— ou la hauteur 
due à la vîtefle du corps =t= h — y. 

Pour connoître les points où la courbe rencontre Fhori- 
îontale AP, il faut fuppofery = o dans l'équation j? =s 
* tang a — ■ h cù[Xa • On trouvera pour x les deux valeurs 
fui vantes, *=» o. . . . #» \h co[ % atangaz=± qh cofa fin a= 
ïhfin nu. La première convient au point A> la féconde au 
point C 

307. Celle-ci donne pour Y Amplitude du jet , la dif- 
tânce AC*=* 2 h fin 2 a. L'amplitude du jet eft donc la plus 
grande qu'il foit poffîble d'obtenir fous un degré d'inclinaifon 
quelconque , lorfque fin %a = i. C'eft donc en inclinant le 
mortier, de 4;° que toutes chofes d'ailleurs égales on lan- 
ceroit une bombe à la plus grande diftance poflible. Alors 
l'amplitude de fa trajectoire (eroit double de la hauteur duc 
\ la vîtefle de projeûion, 

30g. On doit remarquer ici qu'à une même àbfcifle 
A P, il ne répond qu'une feule ordonnée P M , parce que 
dans l'équation y = x tang a — ■ ■ .* ■ *^ > l'ordonnée y n'a 
qu'une feule valeur : mais pour une même ordonnée A Q 
00 PM «= P'M 9 on a toujours deux abfcifles QM, Q M 
*MAP y AP' é Car l'équation xx — ahxjmzaaa+kytof** 
donne évidemment deux valeurs pour x. 
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Or par la nature des équations du fécond degré ; U 
fomme des racines AP -H AP 1 eft égale au coefficient 
zh finza qui exprime la valeur de A C : on a donc A P -H 
AP' = A C, ou A P s=*CP'i ce qui prouve que lejs deux 
portions A M , C M' de la trajectoire font égales & fem* 
blables. Donc l'ordonnée DB qui pafle par le milieu D de 
l'-amplitude ^ C , divife la trajeâoire en deux parties égales 
& femblables B MA , BM'C : donc B D eft Taxe de la 
parabole , B en eft le fommet , & BD repréfente la plus 
grande élévation du projeâile. Pour déterminer ce Maxi* 
tnum y il n'y a qu'à fuppofer x = h fin 2a : on trouve aufli- tôt 
B D=y=hfin*a. Le paramètre de la parabole décrite eft 

A D* 

donc -jfp* ou 4 h cof*a. 

30p. Dans la pratique du jet des bombes , on détermine 
ordinairement la force de la poudre , en tirant fous l'angle 
de 4 j° ; parce que fi après avoir mefuré l'amplitude du jet y 
on en prend la moitié , on connoît par là-même la hauteur 
due à la vîtefle de projeâion. Or connoiflant une fois la 
force de la poudre , on peut faire tomber avec la même 
"£ charge une bombe fur un point donné D de l'horizon , moins 
éloigné de la batterie que le point C, lequel eft cenfé ter-; 
miner l'amplitude A C fous l'angle de 4$°* 

Four cela , il fuflit de connoître l'angle de proje&iort 
D A V^ssi a. Soit donc $ D «= b ; on aura 2 h fin za = b % 

b 

& par conféquent fin %a == —r* Suppofons y par exemple ^ 
que l'amplitude fous l'angle de 4$ ° ait été trouvée de joq 
toifes , & que la (ftftance A D nt foit que de 388 T , 7 5 

oa 
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on aura ftnza = 0,7774. Ce finus répond dans les Tables 
à j i° 2' à-peu-près. L'angle de projection doit donc être 
de 27° 31'. 

3 I O. Il eft vrai qu'au lieu de y i° 2', on peut prendre le 
fupplément 128 f8' dont la moitié donne 64? 2$' pour un 
fécond angle de projeûion complément du premier» Il y a 
donc toujours deux inclinaifons à donner au mortier pour 
faire tomber la bombe fur un point déterminé. On préfère 
la plus grande , quand il s'agit d'écrafer quelque voûte : la 
plu6 petite eft enufage dans les cas où Ton veut que la bombe, 
après être tombée , puifle fe relever , fe mouvoir encore > 
& caufer , en éclatant , beaucoup de dégât aux environs. 

La raifon de cette préférence eft toute (impie. Car fi la 
bombe frappe prefque perpendiculairement , elle emploie la 
plus grande partie de fa force à comprimer l'endroit forle- 
quel elle tombe : il faut donc incliner le mortier le moins 
qu'il eft poflible , quand on veut écrafer des édifices. Mais 
fi vous voulez qu'après leur chute les bombes fe relèvent 6c 
s'avancent pour ravager ce qui fe trouvera fur leur paflage f 
lancez-les fous une obliquité convenable , afin que leur 
force fe décompofant au moment de leur chute , la partie 
dirigée verticalement fe confume, pendant que celle qui leur 
reliera dans le fens horizontal les animera encore , & tendra 
à les faire éclater plus loin. 

3 1 1 • Si le point M que l'on veut bombarder , n'eft pas Fio. 
liir la ligne horizontale A P , il faudra mefurer, d'abord , fui- 
vant les méthodes de la Trigonométrie > la diftance A M 

Hh 
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que nous appellerons m } & l'angle MAP que le rayon 
vifuel A M fait avec la ligne de niveau A P. Soit J* la va* 
leur de cet angle ; foit enfuite mefurée la force de la pou* 
dre , en tirant avec la charge ordinaire fous l'angle de 47°, 
de manière que l'amplitude foit plus grande que A P. 

Cela pofé , puifque AP—m coft, & que P M — m fin <T, 
on pourra fubftituer ces deux valeurs au lieu de x & dejr 



dans l'équation — «= xfin a cofa—y cof*a , & on trouvera 

mm cof % t r r r* r% r * mcof*î 

■ — sssmjtna cofa cof * — mcoj a fin /, ou — j— =» 
cofafin (a—ï)=* ±fin ( 2a — t) — \fin K Donc fin{2a — J) 
=*fin* H '—. 

■' % h 

312. Or pour conftruire cette équation, on cherchera 
dans les Tables un angle t dont la tangente foit égale à 
— ~j — , & on aura Jin{2a — J*) =finf -+- cofftangç =s 

fin ( À ^ A ^ 

- — y • Cohnoiflant l'angle 2a — f & fon fupplément , 

on ajoutera ^ à l'un & à l'autre , & on prendra la moitié de 

chaque fomme, ce qui donnera les deux degrés d'inclinaifon 

également propres à faire tomber la bombe fur le lieu 

propofé. 

Exemple. 

L'angle MAP a été trouvé de 6° 12', ladiftance A M 

a été déterminée de y £4 toifes, fit l'amplitude du jet , ou la 

quantité 2 h fous l'angle de 4 y s'eft trouvée de 740 toifes , 

enforte que pour acquérir la vîtefle de projeûion un corps 

aurait dû tomber de 370 toifes dp haut. On demande fous 

quels degrés d'obliquité du mortier, toutes chofes d'ailleurs 

égales , la bombe tomberait fur le point M. 



*\ 



DE MÉCHANIQUE. 24? 

Calculons d'abord l'angle ? par la formule, tang ç ==s ~L , 
fuivanc la méthode qui vient d'être expliquée : voici le dé- 
tail du calcul. 

Lm = 2,7;i27pi 

L cofS- » p,S>S>74$ 2 3 

Sem/ne = 12,7487314 

L.2k = 2,8622317 

*e/?e =» £,8794997 

Ce dernier Logarithme étant celui de fcw£ 9 , nous trou- 
verons par les Tables que l'angle $ = 37 9' ; d'oà il fuit 
que /■+-? = 43 21'. Calculons maintenant l'angle 2* — / 
par la formule fin (2a — <r ) =3 - co ?l*' : nous aurons 

LJin(f-i-<p) c= 9,8366109 
L *>/> = 9,901489; 
Re/ïe = 9,935 I2I 4 
pour le logarithme de fin (2 a — f). Or ce logarithme ré- 
pond dans les Tables à £9° 28'; fon fupplément eft 120° 
32'. Ainfî en ajoutant 6° 12', de part & d'autre, nous au* 
rons 6f° 40' & 12 6° 44' dont les moitiés font 32 jo' & 
63° 22'. En inclinant donc le mortier fous Tun de ces deux 
angles , la bombe tombera au point M. 

Comme il importe beaucoup dans le jet des bombes de 
tégler leurs fufées , de manière qu elles ne les faffent point 
éclater ni trop tôt ni trop tard, on doit s f attacher à connoî- 
tre le temps que les boi4N^ emploient pour parvenir au 
but; & pour le méfurer, on peut fefervir de la formule 
t «s ~— = JlfL—^ p renant donc pour a -une des deux 

Hhij 






*44 TRAITÉ 

valeurs déjà calculées , on déterminera t , comme il fuie 

L cof a = p,p 24405) 2 
{L2h = 1,434^158 

^Lg = Q,738p747 
Somme = i2,ioipp5>7 

Ce dernier logarithme répond à la valeur du dénominateur 

*îf* V^iT ^ Celui du numérateur eft 

L m cof S = 12,74873 14 
£co/Vi V^agh =i2,ioipp^7 
iîeyfc = 0,5467317 
Poncr =4,455 =4^; mais il faut remarquer qutm&ch 
ayant été comptés en toifes , & g en pieds , il faut , pour 
avoir la véritable valeur de t y multiplier par y 6 celle que 
nous venons de trouver. Ajoutons donc { 1 6 , ou 0,3 85*075 S 
à 0,^4673 17 , & nous aurons h = 1,0358073 qui répond 
à io,85. Ainfi la bombe emploiera 10", 85 pour parvenir 
au point M en décrivant la plus petite parabole. 

Si on ajoute au logarithme 1,0358073 celui de cof 32 50' 
qui eft 5>,5>2440p2, la fomme fera io ; p5o2i55; & fi on 
retranche de cette fomme le logarithme de cof 65? 22% qui 
eft p,5y 15485 , il reliera 1,3085571 pour le logarithme 
du temps que la bombe emploierait à décrire la plus grande 
parabole. Ce temps, dans la fuppofition préfente, feroit 
donc de 20", 355 ou de 20" \\. 

R E M A Rj^U E. 

[ S I 3 • M. de Maupertuis a réfolu fi brièvement & d'une 
manière il facisfaifante les problèmes relatifs au jet des 
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bombes > que Ton peut citer comme un modèle de précifion, 
fon Mémoire intitulé Baliftique Arithmétique. Ceux qui ne 
fè trouvent pas à portée de confulter l'Hiftoire de l'Aca- 
démie Royale des Sciences , pourront à- peu-près juger par 
ce qui fuit > de la rapidité de Tes folutions. 

Soit C A = h s» la hauteur due à la vîtefle de proje&ion Fhu 
fuivant A G ; foit A Q = s =s l'efpace que la bombe par- 
courrait d'un mouvement uniforme , fi la pefanteur ne l'a- 
baiflbit pas de la quantité Q M = z. On aura ( 28 & 288 ) 
s : 2 z : : j/" h : y z ; donc s a = 4 hz, donc i°, le trajeâoire 
fera une parabole. 

Soit AP = x y P M=y) tangQAP=*t) on aura 
P$ = tx,QM=PQ — PM = tx*~ yy&AQ^AP* 
■+PQ* i donc j* ==** + **#* ==4Âz=* 4 Afx-— +hy ; 
donc x*( 1 -ht 2 ) = 4h(tx—y) ; équation aux coor- 
données , dans laquelle on fait entrer à deflein l'angle d'in- 
clinaifon QAP> afin de pouvoir déterminer la diredion 
du mortier. 

3 1 4- S'il &ut y P ar exemple , jetter une bombe fur le 
point Zravec une charge de poudre donnée , on mefurera 
d'abord la diftance AD = b 9 & la hauteur £ D = r; puis 
on remarquera que x devenant b y y devient c. Subftituant 
donc, on trouvera, toute rédu&ion faite , que f «=-j- :£■ 
y |/* ( 4 h % —4h c — b b ). Donc 2 , la bombe doit atteindre- 
je but fous deux inclinaifotis différentes du mortier. 

Mais pour que les valeurs de t foient réelles, il faut que 
4A* foit plus grand que-^r -+• bb, ou du moins qu'il y aie 
égalité. 
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Si le point E fe trouve fur l'horizontale ; * = -—-£ 
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yl/^A* — bb; s'il eft au-deflbus , f — ^- — r^*^***" 

S'il falloit déterminer la charge convenable pour frap- 
per le point E > fous une direction donnée > on calculerait 
la force du jet, repréfentée par CA «= A =3 — 77737%* For- 
mule qui fait voir que fous une même dire&ion > 1 ampli- 
tude du jet eft proportionnelle à h j puifqu'en fuppofant 
alors r=ao 5 on *AB = b =a ~^— x h. 

315* Le Maximum de l'amplitude fe trouve, en difFé* 
rendant à l'ordinaire l'équation x = A * x h ou 4 = — ^- 

car fi on égale à zéro la différentielle de — — % 9 on aura 
t = 1 iBAtang 45 . Donc 3 , la plus grande amplitude que 
puifle avoir la parabole , fous une charge donnée > répond à 
l'angle de 4 y . 

3 I 6. 4% On connoîtra le Minimum de la charge ,. en 
différentiant d'abord l'équation h = f'"*/ 5 ou 4r = a 
/,_ c y ce qui donnera r = j ± y j/^ b* ~H O , & en fubf* 
tituant enfuite la valeur pofitive de t dans la formule 3 ce 
qui donne pour la moindre charge pofllble A^{f + 

317* Reprenons maintenant les équations générales 

4fà)~Xà*---d(Tj)~Yd*> & fuppofons que le 
corps foit follicité par la feule force verticale K; on aura 
toujours d (77) =» o , ou dx*=*Cdt)Ct qui fait voir que 
la vîtefle horizontale eft confiante. 
L'autre équation donne Ydy as j^ d(^ ) dont l'intégrale 
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e&~r—2fYdy, &puifque dt eft proportionnel à dx , 

on a tt = m f Yi y> wi * ;BS * vWTiy) > é q ua ^on fé- 
parée y fi y eft une fonâion de y. 

Applications. 

3 1 8* Soit un corps quelconque lancé fuivant B F, avec 
une vîtefle quelconque , & attiré vers la droite A P , # en 
raifon inverfe du quarré de fa diftance à cette ligne , on de- 
mande Téquation de fa trajectoire ? 

La condition énoncée donne Y=z^M ....JYdy =3 

gffÇy — j \ Donc Téquation différentielle de la trajec- 

ày À 1/* y dy 

toireeft ^x^TT77^T\ > ou ax V T^Tih^Jf)^ 

jdy-jbdy jtdy d ^ ^ ^ % y < _ 

V(*y— yy) V{by — yy) 9 o v b 

C~V{by-yy)+\b.Arccof(±j^). 

Si la droite A P attire le mobile en raifon inverfe du 
cube de la diftance, on aura Y= "y • . • fYdy = 

~(^r — 4r)> d'où on tirera dx « — - x y — 77*011 
* \y % b x J> \/f a * V 

^=_2-Z-— L'intégrale de cette équation eft —• 

s=C— j/"^ — y 2 ) ; donc la traje&oire doit être en gêné- 

ial une feâion conique qui a pour premier axe la ligne 

AV. 

319. Réciproquement, étant donnée la trajeâoire BM, 

on peut déterminer quelle force Y perpendiculaire fur A P t 
il faudroit pour que le corps décrivît librement cette tra- 
jeâoire : car en différenciant Téquation -~ = mfYdy, ou 
Effî^fYdy, oaa££. <*(£)= Ydy, «cparconfé- 
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qucnt y= ^ à (~) =^7^ > en fuppofant à x confiante. 

3 20. Si on veut favoir, par exemple, quelle doit être 
la force Y perpendiculaire fur A P , pour que le projeûile 
décrive une feûion conique fi M dont Taxe principal foit 
A P y on prendra L'équation générale des lignes du fécond 
ordre y qui eft y y = a •+•/> x-hqxx, & on la différentiera 
une première fois* Sa différentielle fera ydy = \pdx «+» 
qxdxy laquelle étant différentiée une féconde fois en fup- 
pofant à x confiante > donnera yddy -h dy % = q d x\ 
Multipliant ce réfultat par y* 9 on aura y*dd y =qy*dx* — 
y x dy % =qdx*(a *4- px -4- qx x) — d x* ({p H- qx) % = 
(aq — \pp)dx % . Donc Y= c ( A *~*t*\ La force verti- 
cale doit donc être , dans ce cas , réciproquement propor- 
tionnelle au cube de l'ordonnée y comme nous l'avons déjà 
trouvé par la méthode dire&e. 

Remarquez cependant que Y s'évanouit , lorfque a q = 
±pp : mais alors a-\-p x -4- q x x eft un quarré parfait ; ainli 
la fe&ion conique devient la ligne même de projeâion. Il 
ne faut pas en effet d'autre force que la force de projeâion , 
pour retenir le mobile dans une trajeâoire re&iiigne. 

[321. En général , fi le corps eft animé par les deux 
forces X & Y 9 les équations du mouvement étant d (-j^) ■=* 
Xdt •• . ^(^7) —Ydt, on en déduira -^ = afXdx..; 
j^ = 2/Ydy ; & par conféquent l'équation de la trajeo 
toi refera \* ==-—£—. Donc fi Jf&Ffontdes fonc- 
tions refpeâives de x fit de j^, cette équation fera toute fé- 
pjarée } & on pourra l'intégrer } au moins par les quadratures. 

Pat 
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Par exemple , fi on fuppofe que la force verticale Y eft 
celle de la gravité , & que la force horizontale X eft réci- 
proquement proportionnelle au cube de la diftance du corps 
à la verticale qui paffe par l'origine des abfcifles , on aura 
Y—-*...*—— *£-... fYdy=g{b-y)...fXdx=* 
&- (— — \ On en déduira donc pour l'équation de la 

ia trajeaoire V( 'l, } = V^jr • v *jL*; ° r l'intégrale 

de cette équation eft ^ ( £ — y ) — C :± \f za% ( a a x *) ; 

elle appartient donc , en général , à une ligne du quatrième 
ordre, & cette ligne devient une parabole ordinaire, lors- 
que C = o. 

3^2. Examinons maintenant le mouvement d'un corps 

qui étant lancé dans le vuide avec une force de proje&ion 
quelconque , feroit attiré vers un point fixe par une force 
centripète dont l'a&içn varieroit à différentes diftances de ce 
point. 

Soit A M la trajeaoire du mobile , foit C le centre des Fie. 
forces, l'abfcifTe AP = x, l'ordonnée PM=ty> la dif- 
tance AC=a, le rayon ve&eur C M = z , P la valeur ab- 
folue de la force centripète au point M 9 repréfentée par M 0. 
On décompofera cette force en deux, l'une M T fuivant 
A M 9 l'autre M S fuivant A P. La première aura pour ex- 
prefïion —— . MO , ou -^- ; l'expreflion de la féconde fera 

-7T7T . MO ou ■ **""*' . On aura donc la force X= \ ûm ~*l 

Ç M z z 

& la force Y=i — -, ce qui donnera les deux équations 

II 
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Celapofé, multiplions la première parjr, & la féconde 
par a —x ; nous aurons , en ajoutant les produits , y d(j ) 
•+- ( a — x) dQjj) — o , dont l'intégrale eft y. ~- •+• 
(a — x)-j^*=C 9 ouydx-t*(a — x)dy = Cdt ; équation 
absolument indépendante de la force centrale F , & qui ne 
fuppofe autre chofe , finon que la direâion de cette force 
eft toujours vers le même point fixe., Or l'intégrale de ydx 
H- ( a — x ) dy eft nfy dx-¥«(a — x)yi elle eft donc dou- 
ble de Taire du feâeur A CM, & par conféquent cette aire 
eft proportionnelle.au temps, ou = \Ct. Quelle quefoit donc 
la force centrale y faire décrite par le rayon ve&cur pendant mn 
certain temps t eft proportionnelle à ce temps. 

Dans la théorie des forces centrales , il y a peu de propo- 
sitions aufli fécondes & aufli générales que celle-là. Newton 
Ta prife pour bafe de fes calculs , dans tout ce qu'il a 
démontré fur cette matière* Phil. Princip. Mat hem. Se&. IL 
Prop* L 

$2$. Si on appelle » l'angle ACM, on aura \fz zdp 
pour Texpreflion de Taire A MC\ ainfi zzdv— Cdt } équa- 
tion qui donne -p- = — . Or~ eft la vîtefle angulaire du 
mobile , ou ce qui revient au même y -£- exprime la vîtefle 
avec laquelle tourne le rayon veâeur : la zttefte angulaire 
' eft donc réciproquement proportionnelle au quarté de la défiance. 

324* Si on mené du centre C une perpendiculaire CN 

m 

fur ht tangente en A4, la valeur de cette perpendiculaire 
fera-ijj5 = -^ = — . Donc la vttejfe effective du mobile 
dans un point quelconque de fin orbite eft réciproquement comme 
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la perpendiculaire menée du centre fur la tangente à ce point. 
32 5* En multipliant la première des deux équations 

d x dm 

générales ( 322 ) par — , 6c la féconde par -— , on aura 

dx j/dx\ *?jfdjr\ —Pydy 4. PU — x)dx ^v 

H- ( a — x)% ce qui donne zdz=*ydy — (a~x) dx. Donc 
udu=3 — P dz y &en intégrant > u * =* — 2 fPd z. Mais 
puifque P eft une fonôion de z, cette dernière équation 
donnera la vîteffe u en z ; le mobile aura donc à chaque 
point de fa trajeâoire la vîteffe qu'au r oit un autre corps 
aâuellement à la même diftance du centre vers lequel il 
defcendroit en ligne droite , en fuppofant Amplement qu'il 
eût eu une fois la même vîteffe que le premier mobile , à 
égales diftances du centre. C'eft la XL propofition des prin- 
cipes de Ne vton , Seâ. VÎIL 

3 26. Pour conftruire maintenant la trajeâoire > repre- 
nons les deux équations z z dv=* Cdt ...uu = ifPd z 
& fubftituons dans la dernière . -7^- ou * , * — — au lieu 

9 d$ x dt % 

de «*. Nous aurons d z* -+- z* df* =* — ad t % fP d z , qui en 
fubftituant ^r~ * & %% 9 deviendra^ dz % H- z % d »* ) O = — • 

**d?fPè z. Donc dp — 9VlT ** f â p im -c>) > éc l uatîon 
féparée , & que Ton pourra toujours conftruire , au moins 

par les quadratures. Ceft ainfi que Nevton a réfolu ce pro- 
blême , Prop. XLI des Principes. 

Â Fégard de Fambiguité du fîgne + > dite provient de ce 
queTangîe deproje&ion CA V peut être aigu ou obtus; 
S'il eft aigu > z diminue à mefure que l'angle t augmente r 
il faut donc alors fe fervir du ligne — % S'iL eft obtus , 
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z & <p croiffent en même temps ; on doit donc dans ce cas 
employer le figne -h. On voit bien que fi l'angle- de projec- 
tion écoit droit , les deux fignes feroient indifférents» 

327. Au rèftë, dans quelque hypothefe que ce (bit de 
la force centrale , le cercle pourra toujours être une trajec- 
toire , pourvu cependant qu'il y ait deux conditions ob- 
fervées. La première , que la vîteffe de proje&ion ait été 
imprimée dans une dire&ion perpendiculaire au rayon vec- 
teur : la féconde , que le quarré de cette vîteffe foit égal 
au produit de la force centrale par le rayon du cercle , ou 
ce qui eft la même chofe , que la force centrale foie à 
celle de la gravité comme la hauteur due à la vîteffe de 
projeûion eft à la moitié du rayon. 

Car fi la traje&oire eft un cercle, on a dz = o, ce qui 

^- c* 
donne en général — 2 z*fPdz — C a «= o j donc/ Pd z = — r > 

C 2, c * ** ^ 

& en différentiant on a ? dz = — d z , bu P = -7-. Mais 

comme alors zdç = ds=udt x l'équation zzd <p = Cdt 
donnera C= u z , & par conféquent ? = — , ou » a = P z 
ou 2gk=:Pz. Cela fuit aufli de ce que la force centri- 
pète eft , dans ce cas , égale à la force normale. Or celle-ci 
eft à la force de gravité , comme la hauteur due à la vîteffe 
du mobile eft à la moitié du rayon. 

Exemple L 

3 2 g. Suppofons que la force centrale agiffe en raifon 
direfte de la diftance , & cherchons l'équation de la tra- 
je&oire. 

Appellant/la diftance où la force centrale fe trouve égale 
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à la force de la gravité, nous aurons en général P = -^ 
& fP dz=* £^jr -+- C. Et fi nous fuppofons que le mobile 
a été lancé du point A fuivant A f perpendiculaire à C A ?m 
avec une vîteffe V> on aura dz= o au point A y & par 
conséquent z d<p=d s. Ainfi l'équation z*dv —Cd t fe 
change au point A en celle-ci , zds = C dt ; d'où on tire 
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Or uu = — 2/7*^2:=:-— 2C- -^7— ; puifque » = 

lorfque « ==a y on aura atf = — J 7 ^ ^- , ce qui 

donne u u = W-± ^j ~ =* — 2/P <* 2 : fubftituant 

donc ces valeurs 6c celle à&V % =2gh dans l'équation générale 
( 3 26 ) , on trouvera que d* = — — * ■ 

* V ( V*z x -h -*- (« l «* -*♦) — a*V x ) 

c= — r/ T* !x/Y — tttt Pour intégrer cette différentielle. 

foit >/" ( a % — z*)=>pz>6£ foient fubftituées les valeurs de 2; 
& de dz; on. aura d*=> -rn — ^~ïr — mr^ Soit enfuita 
py r 2fh = q\f ( a* — a/A ) ; il viendra dp == ^ — ■ dont 
l'intégrale eft q = fin $ , fans confiante parce que </ ou 
" mvt *—7fh) s'évanouit lorfque ? = o , ou lorfque z —a* 

Nous aurons donc fin 9 = l v (^ — ^fh) ou z *fi n *f (**—2fky 
p» 2fh(a % — z a ); & faifant CP==x , PM=y, nôusr 
pourrons fubftituer jfjj au lieu de z*fin % <p & x % *+-y % au Heur 
de z % , ce qui donnera pour l'équation de la trajectoire 
y y ( **— */* ) = 2/A (a a — -**— / ) , ou y y = lf J (**— **). 
Or cette équation appartient à une ellipfe dont C eft le cen- 
tre , dont -le demi-grand axe ytfC = a, fie dont le demi- 
petit axé BCs=zyafh. Nous fuppofons a>2/4;'8 , i| 
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étoit plus petit; , B C («voit 1« denjî-grand axe. 

3^9* Donc fi w* corps > après avoir été lancé perpendi- 
culairement au rayon ve&eur A C avec une vîceffe due à la 
fcavteuf h , eft follicité ver9 le centre C par une farce cent 
tripete en raifon, dire&e cfe la diftance à ce point , de 
manière qu'à la diftance/, l'avion de cette force foit égale 
à celle de la gravité , il décrira une ellipfe dont te centre 
fera celui des forces > dont Tua des demi-axes tes*AC^=a 9 
& dont l'autre demi-axe £C =y 2 fh. 

Si la projeâion na pas été faite perpendiculaire- 
ment au rayon veâeur, mais fuivant une ligne Mi/ 9 qui 
fafie avec le rayon veâeur CM un angle donné CMf", 
on pourra déterminer également les axes de la trajeâoire 6c 
leur pofition. Car foit h la hauteur due à la vîteffe du corps 
en M, ou à la vîteffe de projeâion * on a en général , u>u =* 
Vlf***£> {as -*-zz) } dpnc zfk » *fh -f- a a — mm: 
& puHque 2/A- eft égal au quaoré d&BC , il eft clair que 
%fk eft égalaui quatfé du demL- diamètre CO conjugué 
au demi-4fcm«tfe CM. On connoît donc CM— j», CO 
^ SA V r 2fk 9 ôcl'wjgleCifef^^que ce* deiw:deroi-d«ttnei»ea 
fofl* erçtjr'eux i il n'eft donc p» difficile dp décrira TèUipie 
qui fert de traje&oiçe au. mobile dan» Ifccas où, l'angle de 
proje&toi* eft oblique* 

3 £o* Quant; ait temps. queie-moUte employée parcou* 
ii* ua arç quqj&roqiie^ifcf d$ & rofe&otre* il eft à llaire? 
AC1&> i : 1 :4-^ j ôc par conféraient fc cm; appelle c tenons 
^«3,141 j^ôc Me demi-axe^C fl le ten^ps-d'une révolution 
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entière ou le Temps périodique aura pour expreffiori -£- — =» 

JL ï " *^ 

i-^-. Ce temps eft donc le même que celui qu'employëtoi* 
un corps à tourner uniformément avec la vîtefle /'dans la 
circonférence dont C B eft rayon. 

Mais comme b =mV2fh 9 ôe que V=* V*zgh > le temps 
périodique peut être exprimé aufli par 2 c K — , quantité 
qui ne dépend que de la force centrale , fie qui fait voir que 
fi phi fleurs corps animés par des impulfiôfls primitives dé- 
crivent des ellipfes autour du même centré $ lèuft tempj 
périodiques doivent être égaux. 

3 3 I . La hauteur k due à la vîtefle du projectile en un 
point quelconque M de fon orbite eft exprimée ( $2$) par 
-^- , fie par conséquent la vîtefle elle-même éft propor- 
tionnelle au demi -diamètre conjugué CO : appellant donc V 
la vîtefle en A , fie u la vîtefle en M> on aura u = ' . Le 
projeûile fe trouvera dôftc avoir le plus de vîtefle, loffcju'il 
fera aux extrémités du petit axe, fie il en aura le moins, 
lorfqu'il fera aux extrémités du grand. 

3 3 2 . Les points de la plus grande 6c de la plus petite 
vîtefle du proje&ile s'appellent en général les Àbftdts de fcft 
orbite ; fie quand il s'agit du tiiouvement des planètes : autour 
du Soleil y on appelle en particulier i a&fide fupérieure ou 
'Aphélie $ le point de leur plue petite Vîtefle ; celui de leur 
plus grande vîtefle fe nomnte abfide iaférieute ou Phiheticè 

Exemple IL 

3 3 £• j£& la force centrale agit en raifon» àiverfe dir 
quarré de la <U£aAce r fie fi ea< fiippofe à 1 ojfdimire que/fbit 
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la diftance à laquelle il y aie égalité entre cette force & 
celle de la gravité , on demande quelle fera la trajeûoiie 
du mobile ? 

On aura alors P=*ll. ../Pdz —~ gf -*- " 
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Fi©. *» = — 2fPdz = — 2 C H — — ; donc fi on fait A C 
= a 9 & la vîtefle de projeâion en A = £% on aura Vy=* 
-aC / + ^ ) &- aC^rr- 2 -i£ ; ce qui donne * a 
= — 2fPd*z z^yV+U&^Jl. Appelions v la hau- 
teur due à la vîtefle u . & h la hauteur due à la vîtefle de 

{F 4P 

proje&ion V y nous aurons v — h ■+- — •— — . 

Cela pofé , fi la vîtefle de projeâtion eft perpendiculaire 
au rayon veûeur CA 3 h confiante de l'équatiop z*d<p = 
Cdtfexd. — aV. Ainfi l'équation de la traje&oire fera 

, adz *&dzVah 

h \z as 
C^îJ %a % h—pz ia x h dz 

ooit i — = p ou 2 = — — 5 on aura — =3 

or l'intégrale eft T7 ^ =? = pf f , ou l^S r \ — «A » 
fans confiante parce que l'on a en même temps 9 = Gc 
z *=sa. L'équation finie de la trajeâoire eft donc alors 
%a x h — f*z « ( 2 a h — ff .) z cùfp. 

Mais comme A P- étant * , on a zcofp =s 4 — x , il eft 
clair que l'équation entré les 2 & les x de là courbe doit être 

/• z — 2 a* à -h (/— a 4 A ) (a-r-x) =s af* :+- (*»A — #>. 

Elevant 
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Elevant donc au (Juarré , fubftituanc au lieu de z* fa valeur 
y*+ („ — x )* t ac réduifant on aura f*y* ^^à % hf x x -4- 
4*hx % (ah — /*); équation t\vi appartient , en général >; à 
une feâion conique dont le fommet eft en A , . & dont Taxe 
eft A P. Elle appartient à rellîpfe fi ah eft plus petit qué/ r ; • 
elle appartient à la parabole Ci a h *=fi\ 6c au cas que a h foie . 
plus grand que /% elle défigne une hyperbole. , 

% 3 3.4« EfstasJ* piretniere fuppofttion , le grand axe A a 
de rel|ipft fetrouve en faifant j/ = o , ce qui «tonne x » 

A a =* f >*j_ ah 9 le petit demi-axe DB=* ^tf^lsk) 9 coinmc 
onle trouve en prenant * = \A*. Or AC = a & C* *fc 
^L-idonc4Ç. Ça^jg- :=*£>**: d'où il fuit que 
le point Qoùfmromvt U ctmre des forces eft le foyer même de 
fclliffc. 

: 3 3 f* Ce fera ie foyer, le plus proche du point A, lorfque 
a a h furpaflera f % ; ce fera le: plus éloigné fi 2 ah eft plus 
petit q«e f% & les deux foyers! fe réuniront en tin feùl , 
c'eft-^-direj qyç la trajectoire deviendra circulaire fi xah> 
*^ /* ( 3*7 ).*Oû tfouye de n*$tnfc que. la tra^eiSloire étant ■ 
«ne hyperbole ou nn$ parabole > 4e, centre dés forces eu tau«> 
joute au fôyçr. • .,,.;. ; * :î; ; f > -\ .:?(•: :.;o 
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Application au mouvement dés Planètes. 

* . . . » ... 

o3> 3 6- Afin d'appliquer cette théorie au mpu verrait ,des ; 
Corps céleftes ," fuppofons .que la trajeâoire, (bit elliptique ^ 
ftifoqf le grand axç =» A r le petiç ?ixe == B > le> paramètre 
^Pjnous aurons ^ = 77^-. . . « .- ? (/ ^ 4fc) 
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P = -^- «s 4 * . Or le temps d'une révolution entière eft 
égal à Paire elliptique divifée par £ aP\ fa valeur eft donc 
? c ' ' ■ , & en y fubftituant au lieu de £ la quantité V/i . P 

ou ^jr VA h , elle deviendra >u* * « D'où on conclud que jî 
plufxeurs corps décrivent des trajcftoircs elliptiques autour du 
même centre de forces t leurs temps périodiques feront comme /es 
racines quarrées des cubes des grandi axes de leuft orbites. 

$ $7* Et puifque la hauteur due à la vîtefle eft en gê- 
nerai v«= A ^ ^ — X , il fuit que le périhélie eft à l'ex- 
trémité du 'grand axe la plus proche du foyer > & que IV 
phéiiè eft à l'autre extrémité du même axe» 

On fçait que dans le fyftême de Newton toutes le* 
planètes gravitent vers le Soleil en ratfbn inverfe du quarré 
de leur diftance à fon centre. Donc fi elles ont reçu au 
commencement de leur . mouvement une certaine vîtefle de 
projedion oblique f comme cela eft néceflaire pout| les em* 
pêcher de tomber fur le fcteil , cette forcé xiombiaée avec 
celle de la gravitation qui eft alors la force centrale , doit 
leur faire décrire* une fe&ion conique qui ait le centre même 
du foleil à l'un de fe$ foyers. Alais puiique d'un côtjé elles 
ont toutes des retours périodiques , & que -de l'autre elle* 
varient toutes dans leurs diftances au foleil r il eft évident 
que leurs orbites font elliptiques. En général cependant 9 
elles ont peu d'èxcèritricîté Véft- à-dire qu'elles appro? 
dient Beaucoup de l fa ; figure circulaire. :"'.' 

3 3 #• Concluons" dbhc'qu une planète cjûèïconqué de*-? 
crit autour du foleil des 'ait es-prôportionnelles aux temps ^ 
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tfc <jtie les temps périodiques de ces affres font comme les 
racines quarrées des cubes des grands axes de leurs orbites* 
Les comètes font dans le même cas , avec cette différence 
que leurs orbkes font des ellipfes fort allongées , dont la 
partie Inférieure ou le périhélie peut être prife pour un are 
de parabole* 

Ces deux loi* mémorables du mouvement des planètes 
avoient déjà été découvertes par le célèbre ' Aftronome 
Kepler dont elles portent le nom : mais il étoit réfervé à 
Nevton de les démontrer en toute rigueur, par un enchaîne* 
ment fingulier de principes , de calculs & de conféquences. 
Après avoir pofé pour fondements de ion fy ftême la caufe 
phyfique de ces loix , il fit voir qu'elles dévoient néceffai- 
rement avoir Heu , en fuppofant que la forcé centripète qui 
retient les planètes dans leurs orbites eft dirigée vers le 
centre du foleil ,6c qu'elle agit enraifon inverfe du quarré 
des diftances à ce centre. 

On a eu beau foumettre ces loix aux épreuves les plus 
délicates , elles ont toujours (atisfait aux obfervations , fie 
xien n'a contribué d'une manière plus efficace à faire adapter 
le fy ftême auquel elles ont fervi de bafe. 

Toutes les planètes fe meuvent fuivant Tordre des lignes * 
& quoique leurs orbites fte foient pas dans le même plan , 
leur dnotinaifôfc à Pédiptique ne pafle pas huit degrés. Les 
deux joints où çlles coupent récliptique , Rappellent les 

3 3 p. A force d'obferver exaûement toutes les ci** 

Kkij 
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confiances de la révolution desaftres , on a trouvé que 
les temps périodiques de Mercure , Vénus , la Terre, 
Mars , Jupiter » Saturne étoient . . . . 

ou en réduifant les heures & les minutes en parties déci- 
males de jour , 

Or les grands axes des orbites des planètes étant comme les 
racines cubes dés quarrés des temps périodiques , oh en 
conclud que fi le grand axe de l'orbite terreftre eft fup- 
pofé divifé en i ooooo parties, ceux des fix planètes précé- 
dentes font repréfentés par les nombres fuivants. ... 

38710...72333...100000...1 j23(îp. M jaoiop,..9j38o3. 
lefquels font très-conformes à ceux que les obfervations - im- 
médiates donnent. Et comme on fait d'ailleurs que le 
grand axe de l'orbite terreftre eft à peu-près de 48000 demi- 
diamètres de la terre , on n'a qu'à multiplier ces nombres 
par -^- , pour les réduire tous en demi-diametres terreftres» 
La .multiplication donnera. . . . 

iyj8i...34720...48ooo.,.73i37...24p6'j2.,.4J782j. 
Et puifque le rayon de la terre eft de ip5ïj8oo pieds j 
on peut évaluer ces grands axes en mefures connues. 

34°* ^ n P eut donc déterminer la force attraâive d\i 
foléil > ou la diftance/de fon centre à liquéfié cette force 
eft égale à celle. de la gravités Car le temps périodique T=s* 
C ~-f^i — ;donc/=-^r^ — , où il fqjjt obferver qiie le 
temps eft compté en fécondes > & que A ainfique f (ont 
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Comptés en pieds. Si on veut donc évaluer les deux der- 
nières quantités en demi- diamètres terreftres, il faut écrire 

f=s — — 7T-7=- . Or le diamètre A de l'orbite annuelle 

eft de 48000 rayons de la terre , & le temps périodique T 
eft de s 6 S ] 6h 9* I0 " — 3 l S$% l $°"i donc. . 

■ r (*,i4i*9*'0 (48000)» (ip*m8oo)* _ 

/ = ;; = 55>tf 7. Donc la force 

(31558150) (*o,3ji)* 

attra&ive du foleil,prife à $96 \ demi-diametres terreftres 
de fon centre , eft égale à celle que la gravité exerce fur les 
corps placés auprès de la furface de la terre. 

3 4 1 • P 0111 connoître le mouvement vrai d'une planète , Fici 
il faut mefurer par voie d'obfervation , l'excentricité de fon 
orbite ou la diftance CS entre le centre & le foyer. Ap- 
pel ions E cette excentricité , A le grand axe A B 9 
\/ A A — 4 E E le petit axe 2CD , & / la quantité qui 
mefure Tintenfîté de la force accélératrice. Cela pofé > voici 
comment on peut calculer la vîtefle de la planète , en un 
point quelconque M de fon orbite. 

Puifque nous avons déjà trouvé q\ïe t/ss^-H-*-*— ■£-, 



il faut donc préalablement déterminer h. Or A = ^rr^ » 
donc A=a ■ ' * ; & par conféquent t/= -£- — -£ : d'où il 

fuit que la vîtefle périhélie en A eft due à la hauteur 

vîtefle aphélie en B eft due à la hauteur \ A * _ -£ 

^ /(^-*£) 'r + 'i-/' 

ou -=-* — . 

34 2 « Remarquez que ces hauteurs font entr elles 
comme (^ + 2£)*: (A—ïE)*'.-. SB* : S,**, 6c que 
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pu conféquent les vîtefles mêmes font : : S B : SA ; tinfi que 
cela doit être , puifque les vtaefles aux différants points de 
la trajeâoire font en raifon inverfe des perpendiculaires 
abaifTées fur les tangentes. 

343* Si on veut mefurer le tempe qu'une planète re- 
venant du périhélie A employeroit à parcourir un arc quel- 
conque A M , on fera cette proportion : comme l'aire de 
rellipfe eft au temps périodique , ainfi l'aire ASM *$L au 
temps nécefiaire pour parcourir Tare A M. 

3 44. Si on veut réfoudre le problème inverfe, & cher- 
cher le lieu de la planète fur ion orbite dans un infiant donné 
quelconque , il faudra calculer l'angle au foleil A S M $ 
après avoir mefuré le temps t employé à parvenir du péri- 
hélie au point M. L'angle ASM s'appelle Y Anomalie vraie, 
& le problême qui en a la mefure pour objet eft fort connu 
parmi les Aftronomes , fous le nom de Problème de Kepler. 
On n'a pu jufqu'à préfent le réfoudre que d'une manière 
approchée. 

Le cercle ANB décrit fur le diamètre A B 6'appetle le 
Cercle de l'Excentrique. Or fi on prolonge jufqu au point N 
de fa circonférence l'ordonnée MP S il eft clair que le 
fe&eur circulaire ANS étant dans un rapport confiant avec 
le fe&eur elliptique AMS > Taire de ce dernier eft à foire 
du cercle , comme le temps remployé à parcourir l'arc A M 
eft au temps périodique T. 

La queftion fe réduit donc à mener par le point donné S 
une ligne SNquï coupe fur le cercle une portion détermi- 
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née -^ defafurfàce. Pour cela, foit le rayon de l'excentrique 
A C ss i , l'excentricité C S => E > Tare de cercle A N que, 
Ton veut déterminer & que Ton appelle Y Anomalie de /*£*-. 
cemrique a f . On aura pour la valeur de Taire cherchée 
ANS,\z quantité f^Ç. y*iV— ±CS . PiV=:i* — 
y E fin 9 > & pour Taire entière du cercle, c .AC % $ donc 
<p — - Efin 9 ^-ç^ • 2 r# 

345* Si un corps quelconque fe mouvoit uniformément 
fur la circonférence de Texcentrique > & s'il y achevoit fa 
révolution dans le même temps que la planète achevé la 
fienne dans Tellipfe , on auroit y- • 2 c pour Texpreffion 
de Tare A Q qu'il décrirait en un temps t. On nomme cet 
arc X Anomalie moyenne de la planète , & il eft cenfé toujours 
connu. 

Si on le défigne par c > on aura 9 — Efin <p — Ci or de 
cette équation il n'eft pas poffible de déduire autrement que 
par approximation, la valeur de <p. Mais, en général, il 
fera d'autant plus aifé d'obtenir cette valeur, que l'ex- 
centricité £ fera moindre. Pour faciliter encore davantage 
le calcul , nous fuppoferons que les quantités p & C font ex- 
primées en degrés & . en parties décimales de degré ; ce qui 
exige que Ton réduife aufli en degrés la longueur abfolue 
de Efin p , en la multipliant par — • L'équation à réfoudre 
fera donc ? — C= - — —fin ?. 

Exe m p l e. 

345* L'orbite de Mars étant la plus excentrique de 

• * » -. 

toutes, fi on en excepte celle de Mercure, on demande 
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le lieu de cette planète , 6? io h jp 7 3 i"y après Ton paffage 

par le périhélie ? 

Mars fait fa révolution en 686 ; 23** jo^; donc T réduit 
en décimales de jour vaut 686,98'; &* = 65*458 : ainfi 
le calcul de la formule C = —adonnera d'abord par 
logarithmes. . 

L 360 = 2,556302$ 
L 65,458 s= 1,8179627 

Somme = 4,3722652 
jL 686,98 = 2,8369441 



Jfr^* = 1,5353211 

Ce refte étant le logarithme de C , on trouve dans les Ta- 
bles qu'il répond à 3 4 , 3 o 2 1 3 i- c'eft la valeur cherchée 
pour l'anomalie moyenne. 

On fait d'ailleurs par les obfervations que le grand axe de 
l'orbite de Mars eft à fon excentricité : : 2004343 : 93 1 34; 

donc E = ; & par conféquent il eft aifé de calculer 

1004343 ' « * - 

le logarithme du coefficient-^-^— dans l'équation* — Ç=» 

180 . £ C 



X, 180 s=s 2,2552727 
118*268=5.2701383 

Somme =** 7>J 2 Î4 io 8 
£ f • 2004343 = 6,799 1 2 19 

Rejie .= 0,7262889 

...» • 

Qn a. donc !.(*.-»£).*= 0,74^288^ *i* LJin *. Maïs 

comme 
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* 

comme p ne doit pas être beaucoup plus grand que € ou 
54°, je le fuppofe d'abord de 3 6° y & trouvant par le calcul 
que cette première valeur n'eft pas aflez grande , je fuppofb 
p es 3 8°. Le calcul donne pour ces deux fuppofitions , 



j 



♦ - 36° 

C sa 34°, 3 &c. 

♦ — g = 1 >7 
LJinpss: 0,7602187 
jéjeuteç,.. o,7a<Ja88p 
I (f — C ) « 0,4057076 
Ce logarithme répond à 3 , 1 3 

L'erreur eft donc +1)43 



II. 

SB 38° 

C = 34% 3 &c- 

f— C« = 3 > 7 

Lfinp= 9,7803420 
Ajoute^ 0,7262880 

L(t — C)s= o^ifô^op 

Ce logarithme répond à 3,28 

L'erreur eft donc — 0,42 



347* Cela pofé, imaginant une ligne droite MB M' 
'dont les abfcifles A P , ^ P ; repréfentent les fuppofitions 
'3<?&38, & dont les ordonnées PMyP'M* repréfentent 
les erreurs correfpondantes > on aura cette proportion : La* 
Somme M C des deux erreurs eft à la différence PP f des 
deux fuppofitions , comme Af P ou 1,43 eft à un quatrième 
terme PB = 1,546 , lequel étant ajouté à la première fijp- 
pofition donne pour p une valeur approchée 37, £46. Mais 
afin d'obtenir une approximation qui foit encore plus grande^ 
faifons deux autres fuppofitions. Dans la première nous 
prendrons 37,74 P our k valeur de p j dans la féconde , p fer* 

37; 5> Un calcul femblable au précédent donnera^ 



FrcJ 
14*; 



Fio. 
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«m 



III. 

f — 37>T4 
= 3*30213 



I! 



^« 



=3 ^,7848420 

Ajouu\.... 0,72.62% 89 
!(*— C) « 0,5-11130$ 

Ce logarithme répond à 3 ,2443 7 

L'erreur eu donc 4- 6 jo 







L J&i f as 9,7*49406 
Ajoute^..*. 0,7262889 

£(* — O = Oyf 112.29; 

Ce logarithme répond à 3,245* 1 1 




De ce double réfukat nous déduirons la proportion fun 
vante ; la fomme des erreurs , 926 , eft à 7—, différence 
des fuppoiitions , comme la première erreur, 650, eft à ud 
quatrième terme a 0,00702. Donc enfin l'angle * s* 

Cette valeur eft exa&e jufques dans la dernière décimale, 
puifqu en fubftituant 37 , 54702 au lieu de * dans l'équation 
/(?=:£) = 0,7262889 -H Ifin f , on ne trouve pas la moin- 
dre erreur. Concluons donc que l'anomalie A N de le** 
centrique eft de 37 , 54702 ou de 37 32' ^"«rr* . 

348* H s'agit maintenant de trouvez l'anomalie vraie 
A S M, étant donnée l'anomalie de l'excentrique A M Po- 
fons CA=a 9 CP=*x, CS = c, & rappelions-nous la 
formule tang ~ <p 

*«?£ ASM**; 



1 — co/f 



fait 

SM—PS 



Nous aurons en fubftituant $ 

CN 



, & fcwgf ACN 



^»»« 



j^« Qr par les propriétés de l'cilipfe , le rayon w8e« 
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S M ses ** — — y &par conf^uent£3/^SJ*»*4-r— -# 
f— — =» ( 4 — «f)« ^fr ; nous aurons donc 

tang\ASM : tang\ACN\\ ~^- • — : 7-* ::«+* i 
*' :: <*-W: CD: : <*-t« ci V\aa — ce) : :V(a*+*c )i 
!/•( a _ £ ) ; c'eft-à-dire , que la racine quarrée de la à\ fiance 
périhélie efi à la racine quart ée de la difiance aphélie , comme 
la tangente de la moitié de F anomalie de f excentrique e fi à la 
tangente de la moitié de î anomalie vraie. 

Sans fortir de notre exemple , pour 1e calcul de l'ano- 
malie de Mars , nous aurons par conféquent 1/1818077* 
j/aipotîn : : tang 18^4^24^ : tang^ASM. Ce qui 
étant mis en calcul par logarithmes donnera. 

« 

L tang 1 8° 46' 24"^ = 9>S3 l 3™4 

ê 

±1 1190611 = 3,170282^ 

Somme . . « 12,7016490 

i/181807; =» 3,i2p8oyp 

Rcfte.. =« 0,57 18431 

Ce logarithme répond dans les Tables à ao° 27' 40^; aiiu? 
^anomalie vraie A S Af-^o jy 7 2i"-& saB: 4°*9 2 *3 a » ce 
qui fait connokre exactement le lieu de Mais dans fou arhito 
pour i'inftant donné. 

Rapprochant donc les drverfee parties de cette folu* 
rion, on aura l'anomalie moyenne AQ ** 34% 5021$ 
fe 34° 18'y'f ; l'anomalie de l'excentrique AN =* 
57° ^4702 =ss 37° 32' 4?"-£-$ l'anomalie vraie ASftf vm 
*°°> 2**13. » 40* $5<«*fr 
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Telle eft , en général , la manière de calculer les mouve- 
ments des corps céleftes : mais ces mouvements , quoique 

très- réguliers par eux-mêmes , font fujets à certaines pe« 

• * 

tites inégalités , dont nous allons indiquer brièvement les 
caufes & les effets. 

De V attraction des Corps céleftes & du Problême 

des trois corps, 

349» 1^ foleil, fuivant Newton, eft doué d'une force 
attraâive qui fait mouvoir autour de lui les fix planètes 
principales ; & ces planètes elles-mêmes , ainfî que les au- 
tres aftres en général , ont une force femblable par laquelle 
ils agiflent non-feulement les uns fur les autres > mais tous 
enfemble fur le foleiL 

Il paroît que cette propriété eft inhérente , comme l'i- 
nertie y à chaque particule de matière , & que ne pouvant 
pas être l'effet de l'impulfion d'aucun fluide , il ne faut point 
chercher fa caufe ailleurs que dans la volonté même de l'Au* 
teur de la Nature. 

Considérant donc la gravitation réciproque de tous les 
corps comme une loi primitive du fyftême folaire , nous 
parlerons d'abord de quelques faits que l'obfervation a in- 
diqués , ou que la théorie a devinés , pour ainfî dire. Puis 
nous en ferons l'application au mouvement des planètes. 

3 5°* Si l'attra&ion eft propre à chaque partie de ma? 
tiere , il eft évident qu'à égales diftances de leurs centres i 
les planètes doivent attirer en iaifon de leurs mafTes, Mais 



\ 
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fi les diftances font différentes , le calcul proaive { & Fobfer- 
vation le confirme ) que l'attra&ion eft en raifon dire&ç 
.des rnafles & en raifon inverfe des quarrés des diftances ,• 
fans quoi la traje&oire ne feroit pas une fe&ion conique; 
Et comme on fait d'ailleurs que ces aftres décrivent des 
JOrbites elliptiques autour du foleil , on en conclud que fi 
l'aûton mutuelle des planètes ne troubloit pas un peu leur 
mouvement , les abfides , les plans & les nœuds de ces or- 
bites feroient invariables. Les Aftronomes feuls pouvoient 
vérifier le fait ; auffi s'en occuperent-ils avec tant de foin & 
de fuccès, qu'il ne refte plus aucun doute fur l'altération 
produite dans les trajeûoires planétaires. 
, Newton avoit prédit à Flamftead que Jupiter étant celle 
iîe toutes les planètes qui avoit le plus de mafle^ôc par confé* 
guent le plus de force attraûive > il devoit troubler fenfible- 
roent vers fa conjonûion le mouvement des autres corps 
céleftes > celui de Saturne ôc.de fes Satellites principalement. 
On les -obferva donc à cette époque avec plus de foin que 
jamais , & la prédiûion de Newton s'accomplit avec éclat j 
puifque Jupiter altéra, d'une douzaine de jours le temps pé- 
riodique de Saturne* 

• 3 $** t Ceft la force atttaûive de la terre , cette même 
force que nous appelions près de fa furface la force de 
gravité , qui retient la lune dans fon orbite. Sa révolution 
fe fait en 27* j h 43' ; fa diftance moyenne eft de 60 demi- 
'diamètres terreftres , & fon orbite étant fuppofée circulaire , 
jl eft aifé de prouver que le iïnus verfe de l'arc qu'elle pajc- 
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court en utte mïnute^ft de i y pieds —. Elle fe rapprocheroïe 
donc de cette quantité vers la terre , fi la gravité agiffoit 
feule pendant une minute. Donc puifque les efpaces par- 
courus en vertu des forces accélératrices font comme les 
quarrés des temps , il faut que la force centrale qui agit fur 
la lune puiffe lui faire parcourir dans la première féconde de 
fa chute vers la terre , la 3600*°* partie de 15- pieds ■—.% 

Et comme cette force doit toujours agir en xaifon inverie 
du quarré de la diftance, il eft clair qu'à une diftance foixante 
fois moindre , c'eft-à-dire , près de la furface de la terre , 
elle feroit parcourir à la lune 1 y pieds ■£■» > dans la première 
féconde. Or tel eft réellement l'efpace que la pefanteur fait 
parcourir aux corps graves fur la furface de la terre. La 
force centrale de la lune n'eft donc autre chofe que la pe- 
fanteur telle que nous l'éprouvons fur la terre * mais feule- 
ment modifiée en raifon invcrfe du quarré de la diftance aie 
centre. 

3 5 2 • Le même principe retient dans leurs orbites tout 
les Satellites. Ceft également la force attractive de Saturne 
qui fait tourner cinq lunes autour de lui ; c eft la force 
attractive de Jupiter qui en fait tourner quatre. Toutes ce* 
planètes fetondaircs décrivent des ellipfes autour de leur 
planète principale; leurs mouvements font très-réguliers % 
& leurs temps périodiques font exactement proportionnels 
aux racines quarrées des cubes de leurs diftances au centre 
de la planète principale. Elles paroiflent » en un mot > fou? 
jnifes par rapport au centre de leurs forces? à toutes lçf 
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lotxque les planètes principales fuivent dans leur? révolu* 
tions autour du foleil. 

Mais fi le mouvement des fatellitcs de Saturne , de Ju- 
piter êc de la Terre prouve fenfiblement que ces trois pla-r 
netes font douées d une force attra&ive , ne femble-t-ii 
pas que l'analogie porte à reconnoître cette même force 
dans Mercure , Vénus ôc Mars ? Et n'eft-il pas naturel de 
penfer qu'elle y agit aufli en raifon dire&e des mafles Se 
en raifon inverfe des quarrés des diftances ? La lune elle* 
même 6c lt$ autres fatellites ne paroifTent~iis pas être dea 
corps fefûblables à la terre ? Pourquoi donc rèfuferoit - on 
d'admettre en eux cette force commune à tous les autres p 
& peut-être inféparable de la matière , par une loi primitive 
du Créateur ? 

: 3 53* &&* àa moins ne paroît plus vraifemblable aux 
Pbyficiens, que l'a&ion delà lune fur la terre. Le flux £ç 
le reflux de la mer en offrent une preuve palpable , s'il eft 
vrai , comme on le croit > que l'inégale gravitation des eaux 
vers la lune , produit ce phénomène; car le foleil n'y 
coopère que foiblement. Sa force cependant eft bien plus 
grande , mais comme il eft environ 400 fois plus éloigné de 
nous, & que la terre eft très-petite par rapport à lui, fon ac-» 
tkm fur les divejfes parties du globe terre#re, fe trouve 
fenfiblement la même. D'ailleurs elle s'exerce fuivant des 
dire&ions prefque parallèles , ce qui rend moins fenfibles 
fes eflets for lés eaux. 
-, La lune au Ç(?Qt/aij:e étant près de.l? c^rre > en comp^ 
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xaifon du foleil 5 elle agit par des lignes beaucoup plus dn 
vergences ; & comme fon a&ion fur les différents points du 
globe eft différente , il doit réfulter de ces deux caufes 
réunies , un trouble général parmi les corps qui en font 
fufceptibles. Les eaux de l'Océan immédiatement foumifes 
à fon attra&ion doivent donc s'élever. , pendant que les 
eaux collatérales s'abaiffent. Mais comme la révolution 
diurne de la terre change continuellement les afpeâs , on 
voit bien que les eaux déjà élevées ne peuvent fe foutenir 
long-temps au-deffus de leur niveau ordinaire ; elles doivent 
donc retomber au deffous , fe relever encore > & pouffer 
de proche en proche le flux jufques fur les côtes, ; 

Nous allons voir au refte jufqu à quel point cette gravi*' 
tation réciproque des corps céleftes, rend leurs mouvement* 
plus compliqués, & plus irréguliers en apparence ; mais 
d'abord nous remarquerons que fi les Géomètres de ce fiecla 
ont fait de cette recherche le principal objet de leurs tra- 
vaux y c'eft qu'ils en ont reconnu Futilité pour perfeâioifc 
ner là théorie de la lune, que la détermination des longi-î 
tudes en mer rend très - importante. Nous obferverons 
enfuite qu'une pareille matière ne pouvant être qu'ébauchée 
dans un ouvrage tel que celui-ci , notre deffein eft de met*. 
tre Amplement- fur la voie les lefteurs intéreffés à la 

connoître. 

Problème I* 

¥ [354* Deux corps M & M' ayant été lancés dans 16 
J47t W^® avec ^ es vîteffes quelconques , & s'attirant mutuelle* 

ment 
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oient en raifon de leurs maflcs > il s'agit de déterminer leur 
mouvement. 

Soient rapportées au même axe AP les deux trajec- 
toires de ces mobiles ; foit A P = x, P M = y > A P 1 =? *', 
P'M 1 =y,MM'E=sz> Ta&ion du corps M' fur le corps M 
. foit repréfentée par M N = P, on aura M 1 JN 1 = — P pour 
repréfenter celle du corps M fur le corps Af ', puifqu'ils agit 
fent en raifon direâe de leurs mafles. Décompofons mainte- 
nant les forces MN > M!N'> chacune en deux autres dont 
l'une foit parallèle àAP ,&c l'autre perpendiculaire à cette 
même ligne. Les forces parallèles feront M Q= K ~ . • » 
M / Qf=— ë — : L* Les forces perpendiculaires feront 

M0-. r JÙ=2L'..Af(y- » . PC/ -^ îa inûnous 
aurons les quatre équations fuivantes } 

Et fi après avoir multiplié la première par M , la féconde 
par Jf ', on retranche les produits , on trouvera ikf^ Clf") 

M' *(£)=* o, dontnntégraleeftAf.^^iW'.^" 
*=■ C En traitant de même la troifieme de la quatrième 
équation, on aura M. 4^-4- M' .¥-=*C. OrM.if 

dx' 

M 1 , — donne la quantité de mouvement du centre de 



gravité parallèlement à AP, & M.4f +M' .-^ ex ~ 



prime la quantité de mouvement du même centre perpen- 
diculairement à AP\ donc puifque ces deux quantités font 

Mm 



Fia. 
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confiantes , il eft clair que le centre de gravité G , ou pour 
parler plus exa&ement , le centre de mafles des corps 
M^M fe meut uniformément fuivant une ligne droite 
H G. La pofition de cette ligne & la vîteffe du centre de 
gravité peuvent donc fe déterminer par les vîtefles de pro- 
jeûion que les corps M & M 9 ont reçues , & par la pofi* 
tion de ces mêmes corps au commencement du mouvement. 

3 S 5 • Cc' a P ^ y puifque la route du centre de gravité 
eft une ligne droite , nous pouvons la prendre pour la ligne 
des abfcifïes , & alors y ouP'M' devenant négative, le 
mouvement du corps M fera exprimé par ces deux équa- 
tions , 

Pour déterminer fon mouvement par rapport au point mo- 
bile G y on fuppofera d'abord M G =Z y PG*=X\ puis 
on en déduira la valeur àtA G = x~{-X % & l'équation 

d (^tt ) — d (4t) •+■ d (rn) = ° > P arce 1 ue là vîteffc 

du centre de gravité eft confiante; donc ^(7; ) = 



d$ 

âX 



(m «» 
-jj\ Subftituant ces valeurs , on aura pour expri- 
mer le mouvement du corps M par rapport au point mo- 
bile G les deux équations fuivantes y 

T- ™ ~ d VdTJ • • • • ~T — — d \Td7) 

qui (ont absolument les mêmes que fi le corps M étoit at- 
tiré vers le point G confîdéré comme fixe f par une force 
centrale P , fonûion de M M ' & par conféquent de la dif- 
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tance Z , puifque MM'=: — ^- Z. Cela eft d'ailleurs évi- 
dent , par-là même que le corps M 1 agit fur le corps M f 
fuivant la direction M AI 7 qui paffe toujours par le point G. 

3 5 6. Il fuit de-là que le mouvement de deux corps qui 
s'attirent mutuellement avec de certaines forces , n eft pas 
différent de celui qu'ils auroient, s'ils étoient attirés vers 
leur centre commun de gravité avec les même» forces, pen» 
dant que ce centre feroit mû uniformément fuivant une ligne 
droite. Il fuit auffi que ces forces tendantes au centre de 
gravité doivent toujours être une certaine fonâion des 
diftances à ce centre , puifqu elles font une fonâion de 
M M 9 qui a un rapport confiant avec M G. 

On peut fe former une idée affez jufte de ce mouvement, 
en concevant deux points quelconques fur deux rayons d'une 
xoue mobile ; chaque point décrira un cercle autour du cen- 
tre de la roue , pendant que ce centre fera mû fuivant une 
ligne droite. 

3 57* En général, les deux corps M & M 1 décrivent Fje. 
autour du centre G des courbes femblables , puifque G M ' 
eft toujours à G M dans le rapport confiant de M à M*. 
Toutes les dimenfions homologues de ces courbes font 
donc dans le même rapport. Or la loi fuivant laquelle ces 
deux corps s'attirent étant donnée , on connoîtra la force 
tendante au centre G, & par conféquent les trajeûoires 
MQN > AUQ^N 9 que ces corps décriroient autour du point 
G , s'il étoit fixe. Donc au bout d'un temps quelconque > » 
on aura le lieu de chacun fur fa trajeâoire. . 

Mm ij 



M* 



M7 
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Soient, par exemple, M fie M 9 les lieux des deux mo 
biles : fi le centre de gravité eft avancé pendant le même 
temps de la quantité G g , on mènera les lignes Mm, Mnt 
parallèles fie égales à G g , fie on aura les points rn 6c mf pour 
les lieux abfolus des deux mobiles. Suppofant donc qu'ils 
décrivent des cercles autour du centre de gravité , leur 
mouvement abfolu fe fera dans une cycloïde alongée ou 
accourcie , félon que la vîteffe de translation du centre de 
gravité fera plus grande ou plus petite que celle de chaque 
corps dans fon orbite. 
* 10, 3 5 8 # &i outr e leur attra£tion mutuelle, les deux corps 
M fie M' étoient follicités par des forces quelconques , on 
xéduiroit ces forces à deux X fie Y fuivant MQ &c MO 
pour le corps M , fie à deux autres X' fie Y ' fuivant Q'M A 
fie J M' pour le corps M 9 . Alors les équations du mouve- 
ment deviendroiene 

Multipliant donc, comme cî-deflus , la première par M , la 
féconde par Àf ', & ajoutant les produits , on auroit pour 
réfultat 

traitant de même la troifieme & la quatrième , on auroit 
Donc la force accélératrice du centre de gravité dans lab. 
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dire&ion de A P 1 feroit — M ^^ X > & la force qui accélé- 
rait fon mouvement perpendiculaire à A P , ou qui tendroit 
à Féloigner de .cette droite , feroit exprimée par Afr " l " M '^ V 
Le centre de gravité fe meut donc de la même manière que 
fi les quantités de mouvement que reçoivent les deux corps 
eq vertu des puiffances accélératrices , lui étoient immédiat 
tement appliquées (ijj). 

Mais comme on ne connoît pas le rapport de y à y ni ce- 
lui de #' à x, on ne peut déterminer le mouvement de ce cen- 
tre que dans le cas où ces puiffances feroient confiantes. Il 
décriroit alors une parabole,& les deux corps fe mouvroient 
autour de lui , comme s'il étoit fixe. 

Problême IL 

3 $ 9* Trois corps M , M\ M" s'attirant mutuellement Fr*> 
en raifon direâe des maffes & en raifon inverfe de la 15 ** 
puiflance n des diflances > on propofe de déterminer leurs 
mouvements ? 

Suppofant que les trois corps font refpeûivement en 
% M 9 M'y M" & rapportant les trajeûohres à Taxe AP y foit 
A? = x, PM^ytAP'^xtyP'M'^y', AP» '«*", 
'F'Af^^, MM' *= z y M!M n = z> \ MM" = *". 
Puifque chaque corps agit fur les deux autres proportion- 
nellement à fa maffe divifée par la puiflance n de la diftance , 
on multipliera cette quantité par une confiante a y afin d'à- 
vok la valeur abfolue de chaque force accélératrice. Ainfi le 
corps M attire le corps M' avec une force accélératrice M'N* 
= ~ * & la force avec laquelle il attire le corps M n eft 
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On a pareillement —-pour exprimer la force M N avec 



laquelle le corps M ' attire le corps M , & ^L ou M " N*. 
pour la force attradive qu'il exerce fur le corps M". On a 

^ A M 1 ' _ m M" * 



enfin M T 



&lM'V 



= -pr- pour repréfenter les 
forces attraâatives du corps M" fur les deux autres. 
Après avoir décompofé chacune de ces forces , en deux 
autres , lune parallèle kdP, Pautre perpendiculaire , on 
trouvera le* valeurs fuivantes qui exprimeront féparément 
toutes ces forces. 



MNss 



Pour M 

ait 



MO = 



MQ 



MT 



^aM / — y 



4M* * # — * 

1 11 . • .i 11 1 ■ 

a M" 



S 9 



MV 



4 M" /'— y 



j*. 



.11 



M S**— .*"— * 



»//» 



M 



Afî? 



MfO 



Pour M ' 

aM 

_— . « il 

4M *' — x 



M # q / = 



■# T'- 



AIT 



M" 



P O U R M " 

aAf 



M!'ti" as 



** 



M"0"s= 






I 



Atf 






4AT- *"— *' 

4M 



i"/\" 



M"Q" = 



M"T" 



M"F" = 



.//• 



m y— * 



I 



lWff|f 4M *" — * 



3 60. Cela pore* , Af .g -h Ai 5" étant la force du corps M 
parallèlement à A P , on aura ( M Q •+■ À/S )dt=d (^7). 

On aura de même ( M V -f. Af )«/* — </ (if) . . . . 

WSf—M'Q!) dt=d(J£y..(M'f"-M'0')dt=d(g)..: 

(M»S"+ M"Q!')dt =-<£)... ( Af " *"'-H Af "0") d t « 

-jj-j } & fubftituant les valeu» analytiques on aura 
les fix équations fuivantes , 
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$ 6 1 • Si la première étant multipliée par M > la féconde 
par A4', la troifieme par — • M ", on ajoute les produits ; fie 
fi on traite de même les trois dernières équations , on aura 

dont les intégrales 



M 



dx 



M 






M- 



i* 



M 







ds 

font encore voir que le mouvement du centre de gravité etf 
uniforme fie reâiligne. Donc quelque (bit , en général , le 
nombre des corps qui s'attirent mutclleraent , leurs aâkms 
réciproques n'influeront pas fur le mouvement de leur centre 
commua de gravité, fit ce .centre aura toujours !a même 
vitedc fie k même direûiàn. ci au cobunenceoieiK du w^*- 

VCU^lUlt» 
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% S 2 • Delà il fuie que le centre de mafles du fyftême 
planétaire eft en repos > ou s'il fe meut , que fon mouve- 
ment eft' uniforme 6c en ligne droite. Il importe peu lequel 
de ces deux cas ait lieu , les mouvements relatifs feront les 
mêmes dans l'un 6c dans l'autre. Toutes les planètes 6c le 
foleil lui-même doivent donc fe mouvoir autour de ce 
centre. 

Mais la mafîe du foleil eft fi grande relativement à celle 
des planètes que quand elles fe trouveraient toutes en con« 
jon£l!on / le centre de mafles de tout le fyftême ne s'éloi- 
gneroit pas du centre du foleil de plus d'un diamètre de cet 
aftre. Le mouvement du foleil autour du centre du monde 
planétaire eft donc bien peu de chofe ; cependant on eft 
obligé d'y avoir égard dans les recherches délicates* 

3 63 • Si après avoir multiplié la première des fix équa- 
tions générales trouvées ci-deflus , par M ~ 9 la féconde 

à J dxf' 

par M -jj- , la troifieme par •— M n — , on ajoute les 
produits, leur fomme donnera 

6c fi on fait les mêmes opérations fur les trois dernières 
équations , le réfultat fera 

dt \itj dt \ dt J dt \ dt /* 

Ajoutons ces deux équations, & poux abréger le calcul $ 

remarqua 
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lemarquons auparavant que fi « , u 1 , vl' expriment les vî- 
teffes des corps M , M! , M", on aura u d « =»■£ à (^ ) -h 

*" à u" = ^ d ( -i ) Vj£ d(J£y. Remarquons auffi 

que ***=(*' — *)*-+-(/ — >)\... *"*" = (*"-- *)•■+. 
(y/ _ y y 9999Z > Z > = (*" — */)• **-(>" —-y) 1 ; donc 
*<**=(*'-*)(</*' — <**)-+- (y ^. y)dy' — dy)... . 
z"dz«~{x»~x)(dx"—dx) + (f~y)(dy"--dy).... 
z'dz* =*(*'— x') (dx" — dx')-h(y"—y') (dy" — dy' ). 
Cela pofé , nous trouverons que la fomme de nos deux 
équations fe réduit à 

™ j _^»v *a ' »wf nj 1, *MM'dz aMhf'dz* aM'Af'dz' 

2" y* *'* • 

Or l'intégrale de ce réfultat eft 

mm r mh /z . .*/ m iaMMV-» zaMMTz" 1 - 9 E 1 *M'Af V 1 -" „ 
jW« z H c AI , n ,z -f-JM # V 1 H 1— 1 + =C, 

1— •« 1—» 1—» 

équation qui contient le principe de la Confirmation des forces 
vives 9 dont les Géomètres modernes font grand ufage. Voyez 
la Dynamique de M. d'Alembert. 

L'intégrale que nous venons de trouver , & les deux au* 
très qui donnent le mouvement du centre de gravité , font 
les trois feules que Ton ait pu déduire généralement des fix 
équations du problême. Il faudroit que les bornes du Calcul 
intégral fuffent plus reculées qu'elles ne le font , pour pou- 
voir réfoudre complètement ce problême ; mais au moins 
la voie eft indiquée. 
-Le problême dont il s'agit , eft devenu fameux dans ce 

Nn*- 
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fiecle par les travaux des Géomètres qui fe font occupés de 
fa folution. Il eft généralement connu fous le nom de Pro- 
blême des trois corps ; & comme la théorie de la lune en dé- 
pend , on efpere que de nouveaux efforts amèneront de 
nouvelles découvertes fur cet objet. 

364- Pour appliquer les équations précédentes au 
mouvement de la lune , de la terre 6c du foleil , il faudrait 
fuppofer que n = 2, c'eft- à-dire que la force centrale agit 
en raifon inverfe du quarré de la diftance ; il faudrait aufli 
introduire trois autres équations dans le calcul : la raifon 
en eft que les premières ne peuvent pas donner avec aflez 
d'exaûitude le mouvement de la lune , parce que fon orbite 
n eft pas dans le plan de i'écliptique ; elle lui eft inclinée 
d'environ cinq degrés. Or toutes les fois que le mouvement 
fe fait ainfi dans différents plans , il y a trois équations de 
plus pour les trois nouvelles coordonnées que l'on eft obligé 
d'introduire. Mais le degré de difficulté pour les intégrations 
eft le même ; feulement le calcul devient plus long. 

3 6 5. Il y a cependant un cas où on peut déterminer 
exa&ement le mouvement de plufîeurs corps qui exercent 
les uns fur les autres une attra&ion mutuelle ; c'eft celui 
dans lequel on fuppofe que leurs forces attra&ives font 
proportionnelles à leurs diftances. Car alors ils décrivent des 
eliipfes autour de leur centre commun de gravité , pendant 
que ce centre fe meut uniformément & en ligne droite. 
Voici comment on peut le démontrer fans avoir recours 
au calcul qui précède. 



m 
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Soient M, M', M" les trois mobiles dont il faut déter- ***• 
miner le mouvement. Pour favoir quel doit être celui du 
corps M y par exemple , attiré par les deux autres M\ M" 9 
repréfentons d abord par M N =aM é ' . M' M la&ion du 
corps M', & par MN* = a M" . M" M celle du corps M ". 
Imaginons enfuite une ligne droite quelconque wtMm" & une 
perpendiculaire à cette droite ; après quoi nous décompofe- 
rons les deux forces MN > MN 1 chacune en deux autres , 
fuivant les deijx lignes Mm! te M Q; ce qui nous donnera 
MO = aM f . Mm?. . . MO'=*aM" . Mm". ...MP = 
aM'.M'm'...MP' = aM".M"m», & fi la réfultante 
eft repréfentée par M S, on aura MT= a M* . M ni — 
aM". M m". • . MQ= a M". M" m"*- aM'. Mm' 

Or le centre de gravité étant en G, on a M g =5 

- Af" . Mm"+ Af . Mm' ~ ht'. M"m"+ ht . ht ni , G g 

1 il. m .m\J T gSS ■■■ ■ 1 ■ ■ ■ 1 QOnC ' === * 

M+ M'-t- M" ' ' " * M-t-M'+M" ' U Mg 

z^. D*où il fuit que le point G eft fur la dire&ion de la 
réfultante MS, & qu'ainfi l'a£tion des deux corps M y M' 9 
fur le corps Af tend à le pouffer vers le centre de gravité G 

avec la force MS=^ ^ G ^ MT =*a{M+-M' + M")MG. 
Ces trois corps fe meuvent donc , comme fi n ayant aucune 
force d'attra&ion , ils étoient attirés vers leur centre com- 
mun de gravité , en raifon de leurs diftances à ce centre, par 
un corps égal à leur fomme. Ils décrivent donc chacun 
une ellipfe autour de ce centre , & leurs temps périodiques 
font égaux; ce qui a généralement lieu, quelque fait le 
nombre des corps* 

Nn ij 
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3 66. On peut déduire le même réfultat des équations 
générales. Car en prenant la ligne des x pour la route dû 
centre de gravité G y 6c en fuppofant la vîtefle de ce centre 
c=s ky l'abfciflTe GP = X = kt — #, on aura 

Donc la première & la quatrième équation donneront pour 
le mouvement du corps Mies deux équations (lavantes, 

* *(M-h AI'-*- M")Xds = —d(l£\ 
A (M + M 9 + M")yi * = —d C^A ; 

or ces équations font les mêmes que fi ce corps étoit attiré 
vers le point G en raifon des diftances par la mafle M -H M 
H- M". Il eft donc démontré que dans le cas où plufieurs 
mobiles s'attireroient mutuellement en raifon dire&e de 
leurs diftances , ils décriraient tous des ellipfes autour de 
leur centre commun de gravité, lequel cependant avance- 
toit uniformément dans une trajeâoire re&iligne. 2 

Article IL 

Du Mouvement d'un point libre follicité par des puijfances 

quelconques , dans un milieu rejijlant. 

3 67. L'inertie étant une propriété générale de îa 
matière , un corps ne peut en faire mouvoir un autre , 
fans lui communiquer une partie de fon mouvement ; fit 
comme cette communication ne fe fait jamais fans une perte 
réelle pour le mobile > il eft clair qu'en efluyant des pertes 
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réitérées à chaque infiant , toute fa vîtefle doit être bientôt 
anéantie. 

Ceft auffi ce que nous voyons arriver continuellement 
'dans les mobiles qui nous entourent. Car le fluide dans le- 
quel ils fe meuvent > ne peut céder à leur impreflion , 6c fe 
déplacer pour leur ouvrir un partage , fans recevoir de leur 
part le mouvement qui l'y oblige. Ce fluide, par la feule 
inertie > réfifte donc à leur impulfion 3 avec autant d'effica- 
cité que s'il avoit un mouvement oppofé à celui des mo- 
biles & égal à fon inertie : delà vient que plus il a de denfité, 
plus fa réfiftance eft grande. 

Soit A une furface plane expofée au choc direâ d'un 
fluide , ou mue elle-même dans ce fluide, fuivant une di- 
re&ion perpendiculaire, avec la vîtefle u. Elle parcourra 
l'efpace udt dans l'inftant d t , ôc par conféquent elle aura 
déplacé un volume A u dt de fluide. Soit donc appellée D t 
la denfîté de ce fluide , & nous aurons A D u d t pour ex- 
primer la mafle qui aura été mife en mouvement , dans 
Finftant du 

Lorfque cette mafle aura reçu de la furface mobile la 
vîtefle u , fa quantité de mouvement fera donc A D u % d t , 
& cet effet de l'impulflon produifant dans le fluide une 
réfiftance égale au mouvement communiqué , il en résul- 
tera Mdu=s A D u % dt , en appellant M la mafle du corps 
qui préfente la furface A au choc direâ du fluide , Se en 
déflgnant par du h diminution inftantanée de vîtefle caufée 
par la réfiftance du fluide» 
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3 6 S • On peut donc regarder la réfiftance d'un fluide 
quelconque , comme une force retardatrice — ^— , qui eft 
toujours oppofée dire&ement à l'impulfion du mobile ; & 
cette force , comme Ton voit , eft en raifon compofée de 
la furface du mobile > du quarré de fa vîteffe , 6c de la den- 
fité du fluide. Enforte que , toutes chofes d'ailleurs égales , 
un corps mû dam un même fluide éprouve une réfiftance propor- 
tionnelle au quarré de fa vttejfe. 

Telle eft , en général , la mefure de la réfiftance que l'i- 
nertie des fluides oppofe au mouvement des corps. Mais 
cette caufe eft- elle la feule qui retarde les mobiles dans leur 
courfe ! 11 paroît que non. I/expérience prouve que l' ad- 
hérence mutuelle des parties des fluides produit une autre 
efpece de réfiftance à laquelle on doit avoir égard. Mais 
comme cette vifcofité plus ou moins forte dans certains 
fluides , eft fenfiblement la même dans des inftants égaux , 
au lieu que la réfiftance qui provient de l'inertie eft pro- 
portionnelle au quarré de la vîteffe , il arrive que l'effet de 
la vifcofité n'eft prefque pas remarquable dans les mouve* 
ments très-rapides. Il l'eft au contraire dans les mouvements 
lents y & on ne peut s'empêcher alors d'en tenir compte. 

36p. Si la furface A ne fe préfente pas directement au 
choc du fluide > on décompofera la vîteffe oblique u en deux 
autres , qui en appellant a l'angle formé par la furface & 
par le fluide, feront exprimées par ucofa & ufina. La 
première fera dan6 la direction de la furface ; la féconde 
lui fera perpendiculaire. Or le fluide ne réfiftera qu'à 1? 
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dernière; ainfi en fubftituant ufina au lieti'de -u dans la 
formule D Au* > on aura V A u % fm x a pour rexpreffion de 
la réfiftance , dans le cas du choc oblique ; mais il ne fau- 
dra point perdre de vue que cette force s'exerce perpendi- 
culairement à la furface mobile A. Il fuit delà que , toutes 
chef es bailleurs égales , la réfiftance cTun même fluide fi$r une 
fitrface flâne & oblique eft proportionnelle au quarté du finus 
de l'angle d'incidence. 

370. Dans ce dernier cas, il eft évident que A fin 2 a 
exprime la furface qui étant expofée au choedireâ du fluide, 
éprouveroit la même réfiftance que la furface A mue obli- 
quement. D'où on voit généralement que pour déterminer 
la réfiftance qu'un fluide doit oppofer à une furface quel- 
conque , il fuffit de connoître la furface plane qui éprou- 
veroit par un choc direët la même réfiftance. Audi , pour 
ne pas embarraifer inutilement le calcul avec le fadeur Du x y 
regarderons - nous dans les exemples fuivants ces furfaces 
direâement expofées au fluide , comme les mefures natu- 
relles des réfiftances qu'il produit. 

37l* Suppofons donc un prifme mû dans un fluide Fig. 
quelconque parallèlement à fes bafes ; il fuflSra d'en cpnfi~ 
dérer une coupe A MHBK , 6c de multiplier la réfiftance 
linéaire qu il éprouve , par la longueur du folide , pour 
avoir la furface qui étant expofée au choc direft éprouve- 
roit la même réfiftance que le folide. 

Soit BA la direâion du mouvement , Mm l'élément 
de la courbe , MV une droite parallèle à B/f, on aura 
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m Mr pour l'angle d'incidence du fluide fur Mm , & 
Mm . fin % m M y pour la réfiftance que cet élément éprouve 
fuivant la perpendiculaire M N. Cela pofé , rapportons les 
points de la courbe à Taxe A B , & fuppofons A P = x f 
PM=zy 9 Mm = ds. Si on décompofe l'effort Mm • 
fin % mMV) oy\à% . ~txx deux autres N ai M\ Tun 
parallèle & l'autre perpendiculaire à Taxe A P , on aura 
par les triangles femblables A'O M, Mmr y l'effort NO =* 
dy .44, & l'effort 0A/« <** . 44* Donc l'effort total 
fuivant Taxe AB aura pour expreffion/^- , & celui qui 
s'exerce perpendiculairement à cet axe, fera exprimé par 

/dxdy x 

3 7 2 • Ces intégrales au refte doivent être prifes dans 
toute la partie HMK terminée aux points H & K qui font 
les plus éloignés de Taxe A B ; car l'autre partie H B K. 
n'éprouve aucune réfiftance de la part du fluide. Si la courbe 
eft fymmétrique des deux côtés de l'axe A B , l'effort per- 
pendiculaire à cet axe fera détruit , & il ne reftera que 
fjjr effort parallèle à l'axe & double de celui qui s'exerce 
dans lune des parties H A, 

3 7 3 • P° ur avoir la dire&ion & la valeur de tout l'effort 
qui réfulte du choc d'un fluide fur toutes les parties de cette 
coupe /on prendra la fomme des moments des forces MF 
par rapport à l'axe AP 9 que l'on divifera par la fomme 
de ces forces, & on aura la diftance G£de leur réfultante 
à l'axe. On prendra de même la fomme des moments des 
fprççs M par rapport au point A , que Ton divifera pat 

la 
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la fomme de ces forces , 6c le quotient fera la diftance A E 
de leur réfultante à ce point. On aura donc 

. . . G E 



AE 



fxix. 


dt* 


fax . 


à? 

J -%. 



ds l 



f 



ày 



Après avoir ainfi déterminé le point V , on prendra Gl=* 
f * ds ? & G L *=»/— ; on aura donc , en achevant le rec- 
tangle , la diagonale G T pour repréfenter la valeur 6c la 
direûion de la réfiftance totale fur la coupe H MK. 

Exemple. 
3 74* L a coupe du folide propofé étant un cercle dont 
le diamètre A B — za y on demande quelle doit être la ré- 
fiftance totale du fluide , parallèlement a A B f 
Dans ce cas , y y = 2 a #— • xx > • . à % % 



à L dy % 



dy 



yyày 



4* — y 1 



dy* 



Fie. 



• L'intégrale fera àoncy — — t , 6c en lapre- 
nant depuis y^jufqu'enH, on aura f* dont le double \a 
exprime la réfiftance que le demi-cercle HAK éprouve 
dans la direction de Taxe A B. Car la réfiftance totale du 
fluide fe réduit à celle-là feule , puifque l'autre eft nulle. 
On trouvera donc la furface qui étant expofée au choc 
direGt du fluide , éprouverait la même réfiftance que la 
furfecç convexe du cylindre , en prenant les deux tiers de fa 
coupe rectangulaire dans le fens de Taxe. Mais puifque y a 
exprime la réfiftance que le fluide oppofe au <lemi-cercle 
HAK $ Sc que 2 a eft celle que le diamètre HK éprouvé ' 
de la part du même fluide , il faut en conclure que la pre» . 
jniejre n'eft que les deux tiers de la féconde* 

Oo 
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Fig. 3 7 5 • Confidérons maintenant la réfiftance qu'éprouve- 
X54 * roit un folide de révolution mû fuivant fon axe. Soit M m 
un élément de la courbe , lequel en tournant décrit un 
cône tronqué , dont on prendra la partie comprife entre 
deux apothèmes infiniment proches. Cette partie que nous 
défignerons par » , étant plane > elle éprouvera une ré- 
fiftance » . ~f , puifque ~ eft le fînus d'incidence. 

Or cette réfiftance s exerçant perpendiculairement à Té* 
lément * , on la décompofera «en deux autres > Tune pa- 
rallèle à Taxe , l'autre perpendiculaire. La première aura 
pour valeur »*-jjr •-37 i & puifque l'angle d'incidence pour 
tous les éléments » eft le même, de que la fomme de tous 
les éléments ou la furface du cône tronqué eft 2 cy à s 9 on 
aura pour la réfiftance oppofée à cette furface, - lc> y 



1» 
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par conféquent 2 c f? J x exprimera la réfiftance que le fo- 
lide entier doit éprouver fuivant fon axe» 
Fig. Si le folide propofé eft une fphere dont le fommet foit j4> 
nous aurons y y = 2 a x — x x. . . à s* = à x* *1r ày % =» 



* • • 



enforte que prenant y = a , elle fe réduit à -5 <*\ Donc la 
réfiftance fur la fphere entière aura pour valeur 2 c . ±* % ea 
— a=à la fnoitié de celle qu'éprouveroit un de fcs grands 
cercles. 

[376. Pour connokrë la courbure que doit prendre 

dans l'équilibre une corde ou une voile attachée à deux 

Fio. points fixes & enflée par le vent, on remarquera d'abord 

que ï'a&ion de ce fluide fur l'élément M m eu proportions 
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nelle à cet élément 6c au quarré du finus d'incidence. On 
remarquera enfuite que fi la dire&ion du vent eft parallèle 
aux ordonnées P M> cette aûion doit être exprimée par 



a . Mm . fin* PMm=sads . 



Cela pofé , l'équation générale d'une corde attachée à 
deux points fixes 6c follicitée par deux puiffances quel- 
conques X 6c y eft (181) 

• / ( Ydx+Xdy)r \ t Ydy — Xd* 

d K — J7 — ; H Ts — — °- 

Ydx «4— X d m 

Or — repréfente la force normale qui réfulte de 

toutes les puiffances , 6c qui dans le cas préfent = * ' / - . 
La force tangentielle au contraire eft repréfentée par 
■■ ■ * ~ — * , 6c cette force eft nulle dans la fuppoficion dont 
il s'agit ici. Donc l'équation de la courbe cherchée eft 
d (*' * ) = o , qui a pour intégrale * r * ■ =* a b ; 6c 
fubftituant la valeur du rayon ofculateur r = - yj x ,: > on 

a(—\ d \d7j 

aura d ' x / * == x 5 doîl en int ^g rant c ~ 7 = T7> ^ ua - 

tion qui eft précifément celle d'une corde tendue par fon 
propre poids. Ainfi la courbure que le vent fait prendre à 
une corde ou à une voile eft précifément la même qu'elle 
prendrait en vertu de fa gravité. La feule différence eft 
qu'au lieu d'être vertical , l'axe eft placé dans la dire&ion 
du fluide ]. 

Ces premières notions fur la réfiftance des fluides étoient 
oéceflaixes pour faciliter la mefure des effets qui en ré- 

Ooij 



b 
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fulcent dans le mouvement des corps : maïs pour la facili- 
ter encore davantage > on confidere les corps comme de 
Amples points * & la réfiftance du milieu comme une force 
tangentielle toujours oppofée à la direction du mouvements 

377* Tous les fluides connus réfiftant aux mobiles en 
i aifon du quarré de leur vîteffe u , défignons par b la vîteffe 
avec laquelle ils éprouveraient dans un milieu quelconque 
une réfiftance égale à l'aâion de la gravité £. Nous aurons 
pour l'expreffion générale fie la mefure abfolue de cette 
réfiftance. La quantité b dépendra évidemment de la dett« 
fité du fluide ; elle ne fera donc confiante que . dans le 
cas où la denfité même du milieu réfiftant ne variera point» 

Celle de l'air, par exemple, diminue fenfiblement à mefure 
que Ton s'élève dans l'atmofphere. Celle de l'eau diminue 
de même , à proportion que Ton fe rapproche de fa furface ; 
car perfonne n'ignore combien les eaux de ht mer font denfes 
à de grandes profondeurs. Alors donc la quantité b doit être 
variable , 6c le coefficient —- que Ton appelle Yexpofant de 
la réfiftance , doit dépendre à chaque infiant de la pofition 
aÛueile du mobile. 

• 378- Si pour une plus grande généralité on fuppofe la 
réfiftance du milieu proportionnelle à la puiffance m de la 
vîteffe y ou ce qui revient au même , fi on exprime cette 
réfiftance par ^r~ y ce n'eft pas que dans la nature on 
trouve des exemples de cette variété. Le feul cas qu'elle 
iemble nous offrir eft celui ou m = 2 ; les autres ne fbnc 
que des hypothefes purement mathématiques > dont on ne 



I 
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Fait mention que par rapport aux conféquences remarqua- 
bles qui en réfultent quelquefois. 

379. Soit donc un corps mû fur une ligne droite en 
vertu dune impulfion primitive ; la réfiftance que le milieu 
luioppofe, peut bien altérer fa vîteffe^ mais non fa direc- 
tion. Appellant donc x l'efpace parcouru pendant le temps t 
depuis le commencement du mouvement , & fuppofant la 
réfiftance du milieu proportionnelle au quarré de la vîtefTe , 
on aura^£- pour Texpreflion de la fbrce retardatrice. Donc 
fi la dènfité de ce fluide eft uniforme , on aura du = —* 

gu % dt du gàt 1, s • au gudt 

* Lx ■ y ou = -£_; d ou on tire — <■ — = * 

b % J UU bb- * u 

gd* 



bb 



bb 



Les intégrales de ces deux équations font -|- = — «+• B.„ 

la =s A - *jr • Soit ^la vîtefTe initiale,alors t = o >•* #=Oj 

ce qui donne A*** IV„«B = y ; donc-— = -^-— -£ ..i 

/— «-|£v On aura donc ati bout d'un temps quelconque t 
la vîteflfc m = jy , & l'efpace parcouru x » 

Le mobile ayant parcouru refpace * , on trouvera de* 
même que fa vîteffe u = Ve ' gx: b h , & que le temps em- 

pîoyé à parcourir cet efpace r= ( e gx : — ! )T7" • ^ e m0Ué * 
yement du corps fera donc entièrement déterminé , & on 
voit que malgré la réfiftance du milieu , ii fera continué à 
l'infini. 

3 8<>. Suppofoas en générai la réfiftance ==^5- & k 
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denfité du milieu confiante ; nous aurons du »— . ££.</ j 

d x 

6c en fubftituant — à la place de dp, noua trouverons que 

i/ » =* — -«-p; — </ *. Les équations du mouvement feront 
donc«- w <*« = — ££...»« — <*«=— i^, dont les 

intégrales font t _ m »{-... % _ m ~^r,en 
les prenant de manière que x ait s'évanouiflent lorfque 

On peut déterminer par-là l'efpace parcouru au bout 
d'un temps quelconque t> & la vîtefle du mobile. Si m eft 

moindre que 2 9 l'équation — 7~~ — — ^pr Éû* voir que 
la vîtefle u eft zéro , ou que le mouvement doit ceffer lorf- 
que le mobile a parcouru Tefpace x = — # — - — ; maïs fi 
m = 2 y ou s'il eft plus grand que 2 > cet efpace n eft plus 
fini ; ainfi le mouvement doit durer à perpétuité. 

3 8 I • Cherchons maintenant quel doit être le mouve- 
ment d'un corps grave qui defcend du repos en ligne droite 
à travers un milieu uniformément dénie xéfiftant en raifon 
direâe du quarré de la vîtefle. 

La force accélératrice étant alors la gravité g> & la 
force retardatrice étant ~r , on aura l'équation d u *=a 
(g — ^çr) dt , qui par la lubftitution de ~ au lieu de d t % 

deviendra udu —fe — ^r'^dx ; d'où on tire facile- 

ment gdt= jr—;* • *g a* 8 " ^,,» • *-*» intégrales prf 
fes de manière que u, x 6c r s'évanouiflent en même 
temps, font£* = 7 i -— . .". a£* « **/jt~t. Elles 
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donnent pour Pefpace x une vîteffe u^= bV ' ( i — e bb )> 

g* . i£* 

ôcuntemps^y/^'-HK^* bh ~ i )).Telles font les 
formules dont on doit faire ufage pour déterminer le mouve- 
ment des corps graves , quand on veut avoir égard à la ré* 
fiftance de l'air, 

3 8 2 • Si le mobile a été lancé de bas en haut avec une 
certaine vîteffe V> alors la pefanteur concourt avec la ré- 
fiftance du milieu à retarder le mouvement. On a donc du *=» 

j^ gu % dt j j gu % dx , 

— gdt — b% • . .»rfn = — ^a^*— ^-jt-j ces équations 
féparées donnent gdx = -^~ ...gdt=* ~^~ , qui 
en intégrant deviennent 2g x = b % l V* v ^ - . .. j- =* 
Arc tangZ— Arc tang- , ou tang^^j^^. Ces 
équations donnent , au bout de l'efpace x , la vîteffe u » 

- %gx 

k(*"*m**-*-^ f)— *0 & le tem P s em P lo y é * 

parcourir cet efpace eft t = — ytfir m»£ -r- — 

3§3- Suppofant a = o, le corps ceffera de monter, 
6c la hauteur à laquelle il fe fera élevé , aura pour expreflïon 
-— /^i«4«-_Y Si par exemple la vîteffe V de projec- 
tion eft égale à b , ou eft précifément celle qui éprouve de 
la part du fluide une réfiftance égale à la gravité , la hau- 
teur à laquelle s'élèvera le mobile à travers un milieu re- 
flétant, fera à celle qu'il atteindrait dans le vuide, comme le 
logarithme de a eft à l'unité. Quant au temps néceflaire 
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pour montera cette hauteur dans le milieu réfiftant, il eft 
au temps que le corps employeroit dans le vuide , comme 
3,141 &c. eft à *• 

Application de la théorie précédente à F expérience. 

384- D'après la théorie que nous avons expofée (3*8) 
il femble que Ton devroit conclure que la réfiftance duo 
fluide fur la furface plane A qui lui eft préfentée direc- 
tement , a pour mefure « — — — , M étant la maffe du mo« 
bile , F fa vîtefle , & D la denfîté du fluide» Mais ce ré* 
fultat n'eft conforme à la vérité , qu'en ce qu'il fait voir que 
la réfiftance eft proportionnelle au quarré de la vîtefle ; 
car pour avoir la valeur abfolue de cette réfiftance , il fe« 
roit néceflaire de connoître la nature des fluides beaucoup 
mieux qu'on ne la connoît. 

385* Newton ayant pris l'expérience pour guide dans 
cette recherche , conclut de fes divers réfultats que les 
fluides réfîftoient moitié moins que la théorie précédente 
ne l'indique. Si la démonftration qu'il en donne ( Princ. 
Math. Lib. IL Se&. Vil ) ne paroît pas aflez dire&e , on ne 
peut nier du moins que fa conclufion ne foit conforme à fes 
expériences. Auffi croyons-nous devoir nous en tenir à fa 
théorie , en attendant que la Phyflque jette un plus grand 
jour fur cette matière. Il eft vrai que par de nouvelles ex* 
périences faites avec beaucoup de foin , la réfiftance des 
fluideô ne paroît pas fuivre «xa&eraent le rapport de leur 

denfit^ 
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denfité ni celui des furfaces qu'ils choquent : mais cela 
n'empêche pas que fa mefure , telle que Newton Ta ad- 
mifc , ne fe vérifie d une manière très-fatisfaifante > dans les 
applications que nous allons en faire. 

Ces applications font toutes relatives à la chute dps corps 
graves dans un milieu réfiftant ; 6c comme les expériences 
qui vont être rapportées, furent faites avec des corps 
fphériques , il eft à propos de calculer d'abord la réfiftance 
qu'un globe quelconque doit éprouver dans un fluide. 

386. Soit donc a le diamètre de ce globe , D 1 fa den« 
fké; fon volume fera \a*c y fa mafle aura pour expreffion 
\o?c. D*-, la furface de fon grand cercle fiera exprimée 
par \a % c y & par conféquent la furface plane A qui éprou- 
verait la même réfiftance que le globe fera fa* c (370). La 
formule de la réfiftance deviendra donc , en fubftituant ces 
vaIeuw ^-^^^%oui.|r. 



I 

a 



Or cette formule ayant déjà été repréfentée par -~ V* i 
nous pouvons en conclure que^r = t . — . -p ; d'où on tire 
— =z\a.~. Il faudra donc connoître le rapport delà 
denfité du globe à celle du fluide , ce qui ne fera pas diffi- 
cile , en comparant le poids du globe à celui d'un pareil 
volume de fluide. 

387* Au refte , on ne doit pas entendre ici par g la 
force de la gravité , ou lavîteffe 30, ip5 qu'elle comrau* 
nique aux corps graves dans une féconde ; car tout corps 
plongé dans un fluide perdant une partie de fon poids égale 
au poids du volume de fluide déplacé, ôc cette partie 
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étant -jy , il eft clair que g = ( i — -^ ) 30,100*. 

3 S 8* Nous avons trouvé ci-deflus qu'un corps qui dcf* 
cend du repos dans un milieu réûftant , devoit parcourir 

lefpace x dans le temps t =* — / l : |« 

DonC t » =3S l_i ,.r.|^(i — * ** * 

« * — I . ' 



2 



g' 



* * H- 1 



t 



■w * e 











-o* , 




1 * * •>•* 


**' 




o h ' 


4-iT 




»** 


*JL t 


f ' -t-r 


c ** 






g' 




a* ** 


'C-f. 





il. ^nli ; donc enfin * ■ 

la valeur de l'efpace parcouru au bout du temps' r. 

389. Comme dans les différents cas que nous avons à 

examiner, le temps eft de quelques fécondes, il eft clair que 

gt 
la quantité e T doit être un nombre aflez confidérable ; 01» 

peut donc fans craindre aucune erreur notable rejetter dut 

calcul le terme /^ Ainf î °° aufa * — T i ^--* 
ÏL Ql — / 2 ) = bt — . — . o,tf$3 1472 ; ce qui montre 
déjà que le mouvement fera uniforme au bout de quelque* 
fécondes» 
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- La quantité b eft , comme nous l'avons déjà vu , la plus 
grande vîtefle que le mobile puifle acquérir dans fa chute ( 
& quoique la rigueur il ne puifle l'avoir qu'après un temps 
infini , fa vîtefle cependant n'en différera , au bout de quel- 
ques fécondes que d'une quantité absolument infenfible* 
Cela pofé > voici quelques expériences faites par Neirton , fie 
rapportées dans la Seâion VII. Prop. XL de fes Principes. 

L 

390. Un globe dont le poids dans l'air étoit de i y 6 
grains 7 ( livre Romaine ) fie dont le poids dans l'eau étoit 
de 77 grains j parcourut en quatre fécondes de temps , une 
hauteur de 112 pouces de Londres , dan* unvafepleirt 
d'eau de pluie. 

Commençons par réduire ces wiefures à celles de Paris. 
Le pied de Londres eft à celui deTaris : : 8 1 1 : 8*4 ; ainfi 
la hauteur dont ce globe defeendit , étoit de ioj,i 3 pouces 
de Paris, La livre Romaine contient 663 8 grains de la livre 
de Paris ; fie par conféquent l'once de la livre Romaine , qui 
en eft la douzième partie , contient J J 3 i de nos grains. En- 
fin le grain de la livre Romaine qui eft la ^Sb"* partie de 
l'once j vaut 1,15*43 de nos grains. 

Toute rédu&ioti faite , il fuit que le poids du globe dans 
l'air étoit de 1 80,07 grains, livre de Paris, fie que fon poids dans 
l'eau étoit 88,74 grains. La différence de ces deux poids , 
oupi^j grains exprime donc le poids d'un pareil volume 
d'eau; fie comme la denfîté de l'air eft la 8 y o* 1 * partie de 
celle de l'eau , il faut en conclure qu'un pareil volume d'air 



! 
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pefe ïj^~ ou o, 1 1 grains. Donc le poids du globe dans le 
vuide eft de 180,18 grains, & le poids d'un pareil volume 

D' i 8n i fi 

d'eau dans le vuide eft de 9 1,44 grains ; donc -g- = . 

39I* On peut maintenant déterminer le diamètre du 
globe , d'une manière plus exa&e qu'on ne pourrait le faire 
par la méthode direûe. Car fi ce diamètre eft évalué en 
pieds , la folidité du globe fera \ a?c pieds cubes. Or un pa- 
reil volume d'eau pefe 91 ,44 grains; & on fait d'ailleurs 
qu'un pied cube d'eau de pluie pefe 70 Ifc, ou 70.9216 
grains ; nous aurons donc ±a?c. 70 .9216 = 91*44; d'où 
on tire -j-p =5 — ^ 3 , ce qui mis en calcul par loga- 
rithmes donne 

Le a 0,4971499 

L 70 == 1,8470980 
i, ij3^ = 3,1853912 



Somme = f,f 286391 . 
£ 91,44 = 1,9611362 

Ce logarithme répond à la valeur de ~ ; donc 1,1 89 1 £7*? 
répond à la valeur de — , & pour celui du diamètre même a 
nous aurons 8,8108324 qui répond à 0,06469 pieds, Reftô 
à calculer la valeur — = - a . ~ « |^f a. • 

L a s=s 8,8108324 
L 6006 =s 3,778 y 8 jî 

Somme = 2,^894177 

> 

x 114} == 3,0; 80462 

Refie s 9,S3*3VS 
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pour le logarithme de — • Or g =* Ç 1 — -^ ) 30, 196 =a 

g y o y » 4 t . 30, 196 ; donc en fuivant le même procédé *, nous 

trouverons 

L 8874 ^ JjP^S ii£4 
L 30,196 » 1,4799494 



Somme = £,4280688 
£ 18018 =3 4,2557066 

J?ç/fc «as 1,1723622 

pour le logarithme de g ; celui de — a été trouvé 
?>SÎ*37\S> donc/£J = o,7037337,&/£=o,3ji8<ttp. 

Cela pofé,puifque nous avons l'efpace parcouru x=bt ; 

0,693 1472 , & que t = 4", la fuite du calcul nous donnera 

jL£ =s= 0,3518669 

£ f SBB 0,6020600 

Somme =« 0,9539269 

» * » 

Ce logarithme répond à 8,9935 ; donc £* => 8,9935 pieds» 
D'ailleurs nous venons de trouver que le logarithme de — 
^01(^,531371 5 ; celui de 0,6931472 eft 9,8408254 ; donc 

'(y-- 0,693147?) =5>*372i5>tfp;& -y- 0,693 &c. a 
0,2356. Donc enfin l'efpace que ce globe devoir parcourir 
en 4" eft de 8,7 5 j? pieds , lefquels réduits en pouces don- 
nent 105,0948 pouces. Il en parcourut 105,13, fuivant 
l'expérience de Newton. Àinfi la théorie eft parfaitement 
d'accord avec l'expérience. 

h. 

1 

3 9 2. Un globe dont le poids dans Pair étoicdfc *[€ 
grains f, ( livie Romaine ) Ce de $ grains 17 dans l'eau, 
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defcendit en i y" de la même hauteur ,112 pouces de 
Londres. 

En multipliant ces poids par 1,17243 ,ona 87,3*7 grains 
de Paris pour le poids du globe dans l'air , & j £ grains pour 
fon poids dans l'eau. La différence ou le poids d un pareil 
volume d'eau eft 82,14 dont la 8 jo*"* partie ou 0,09 eft le 
poids d'un pareil volume d'air. Donc le poids du globe dans 
levuide eft 8 8,o5 grains, 6c le poids d'un pareil volume 
d'eau eft 82,23. Donc -^ = 
nous aurons donc 



. Mais — 

S**j* 4l 



70 
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Log. du Dén 
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i,p 170303 
3,6136088 
1,20^363 

*,79$4<S37 ' 



Calculons à préfent la formule 



bb 



\* 



la 7O448 
L 4 • 1 • 

• * 

Somme. . . 

X, 24669 

Refie, . . 



4,84785*7 
8,75^4*37 



*-«• 



3,^433324 

4>35>a i;i; 
p,ayn8op 



** 



D 



KHf^ 



pour le logarithme de — . Ot g 
t$*4 Hh /$<V$* V- / 880* 



#&30,iptfjdonc/£ 
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L $ 83 ■■ 2/7676686 

£30,196 » i,47PP4 S>4 
Somme « 4,2455480 

Z. 8806 = 3,P447787 



Hr/fc sa 0,3008393 

D'ailleurs nous venons de voir quej—-= p,2yii8op; 
donc a joutant le logarithme de#, on aura celui de ££ « 
19, j 720202, dont la moitié* 9,7760101 fera le logarithme 

de J. Or Tefpace parcouru x=*bt — . 0,693 » 47 2 > & 

le temps ; employé à le parcourir s» iy"; il fera donc 
fccile d'obtenir le dernier réfultat de notre calcul en pro- 
cédant de la manière fuivante : 



X, b = 9,776© 1 o 1 

X 1$ = 1,17609*3 
Somme = 0,9 $ 21014 



£> sss p,2fl l80O 

L 0,693 &c = 9,8408274 



Somme es £,0920063 

Le logarithme 0,9721014 répond à 8,9577 ; le logarithme 
9,092063 répond à 0,1236, la différence de ces deux nom- 
fcres eft 8,8321 pieds ou 1-0 J,p8 pouces Ainfi la théorie 
cft encore bien conforme à l'expérience , puifque la hau- 
teur parcourue fut de 10^13 pouces* 

IIL 

3 5? 5* Les deux expériences que nous venons de rappor- 
ter , furent faites dans l'eau. Celle qui fuit , fut faite dan* 
f air. 

Un globe de vesre pc&ot 483 grains dansai*, employa 
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8" j à tomber du haut de l'églife de Saint Paul de Londres, 
c'eft-à-dire, dune hauteur de 220 pieds d'Angleterre. Son 
diamètre étoit de j\ pouces. Réduifant le tout à nos mefures 
on trouvera que ce globe pefoit 556,23 grains; qu'il avoit 
0,391 1 1 pieds en diamètre , 6c qu'il parcourut en 8"^ une 
hauteur de 206 pieds -£-• Voyons donc fi la théorie précé* 
dente donne cet efpace pour réfultat. 

Le diamètre de ce globe étant 0,39111, le poids d'uni 
pareil volume d'eau eft je a 1 • 70 . 9216 dont la 8jo em par- 
tie ou 23,774 grains eft le poids d'un pareil volume d'air. 
Le poids du globe dans le vuide eft donc de 580 grains , 6c 

V 580 ^v bb . D' 4*40 s> 

-— = — — . Or — = \a . -7r= JL2 — • 0,39m* On 
v 13,77 g ' J> 7i*J* 7J * 

aura donc 

L 4(^40 vss 3,666 j 180 

£ 0,39111 = 9**9**960 



Sçmmt => 3,2588140 
171,32 « 1,8531113 



/{*/?* = 1,4.056027 

pour le logarithme de — ; & puifquc g h (i— - ^) 30, ip4 
«=5 g ■ . 30,1 96 y on trouvera 

L 30,196 — i,47PP4P4 

Somme = 4,2252038 

X, 5 80 = 2,7634280 

/{*/?* = 1,4617758 

pour le logarithme de £ , auquel ajoutant celui de —, on 

aura 
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aura; 2,8673785 pour le logarithme de bb. Celui de b fera 
donc 1,43 3 <J8p2 , qui étant ajouté à / 8", 2 == o>p 1 3 8 1 3 8 
donnera Ibt a» 2,3475030. Or ce dernier logarithme ré- 
pond à 222,5$ pieds ; refte donc à fouftraire de cette va- 
leur celle de — o,<5p3 1472 , pour avoir celle de x. 

L — s=s 1,4056*027 
L 0,693 &c. = 2,8408254 



Somme = 1,2464281 

qui répond à 17,64 pieds; donc x = 204,p5'pieds. La dif- 
férence eft ici d'un pied & demi ; mais comme deux tierces 
de plus ou de moins danslamefure du temps peuvent pro- 
duire une erreur d'un pied dans de pareilles expériences , 
on doit regarder la théorie comme étant fuffifamment 

exaâe* 

IV. 

3 9 4* Ne vton rapporte plufieurs autres expériences fur 
la chute des corps graves , & une entr'autres qui fut faite 
dans Fair avec une veflïe qui avoit la forme d'un globe , 
& qui pefoit ppgrains !♦ Son diamètre étoit de 5 pouces , 
6c elle mit 2i"j à defcendre du haut de la coupole de la 
même Eglife, qui a 272 pieds d'élévation. 

Commençons à l'ordinaire par réduire ces mefures aux 
nôtres. Un globe de 0,39111 pieds de diamètre, & de 
1 14*24 grains de poids eft tombé en 2i"£ d'une hauteur de 
2.56 pieds y. Cherchons enfuite la valeur de x. 

Tuifque le poids d'un pareil volume d'air eft de 23,77 
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grains , comme nous l'avons déjà vu dans l'expérience pré- 
cédente , il fuit que le poids de cette veffie dans le vuide 
eft de 158 grains. On a donc ~«=^ i* =1. 

7ZZ • o,3Pin = — .0,3*111. . .g=( 1-- ) 3 o, itf 



1*4*1 
ij8 



30,196. Cela pofé, le calcul va de fuite. 



L 0,39 1 1 1 
L 368 
Somme 

L a 3,77 
L 0,693 &c. 



JL 114,23 

L 30,196 

Somme 

L 138 

Rejie 



Somme = 
= 0,782114^ 

s 2,Of778tfl 

s i j47PP4P4 



9,^922960 

2,5*58478 

2,1581438 

1,3760232 

0,7911145 

3,8408254 

o,<$22p40oqui répond à 4, 137 



4,Jip8;oi 
2,1338731 



L bb 

L b 
L t 
L bt 



2,1799710 

1,0833855 

1,3247 367 

2,4147822 



Ce log. répond à 253,887. 
253,887 — 4, 191 = 2$ S ,69. 



■ a > , 7^7»o| 

Le mobile devoit donc parcourir 2$ $,69 pieds en 2i"y. Oï 
il en parcourut t$*f fuivant l'expérience ; le réfultat de la 
théorie ne diffère donc de celui de l'obfervation que d'un 
demi-pied ; & on voit bien que la plus petite inexactitude 
dans l'obfervation peut avoir occafîonné cette différence. 

L efpace que ce mobile aurait parcouru en même tempe 
dans le vuide eût été de 6 73 7 pieds , ce qui montre à quelle» 
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erreurs on feroit expofé , fi dans ces fortes de mouvements 
on négligeoit la réfiftance de l'air. 

C 3 9 5 • Cherchons maintenant la trajeâoire d un pro- 
jeôile qui ayant été lancé fuivant une direâion quelconque 
dans un milieu réfiftant, feroit continuellement follicitépar 
la gravité fuivant des direûions parallèles. 

Soit a l'angle de projection , h la hauteur due à la vîtefle 
de projeâion , v la hauteur due à la vîtefle du mobile en 
un point quelconque , ~ la réfiftance du milieu proportion- 
nelle au quarré de la vîtefle , on aura -^ . — pour l'ex- 
preflion de la force horizontale retardatrice , & g H- j- . v ~ 
pour la force verticale retardatrice : d'où on tirera les équa- 
tions fuivantes 

qui mènent à celle-ci ,dv~hdy-l- ^7-^- = o. 

Oxgv = -^- =3—^. Ainfi la première équation peut 
être mife fous cette forme -j^- H * à (77) : -f = o , dont 

l'intégrale eft -£ •+• 2 /-^j^ l*g C, ou -^ * * = 2£ C, ou 

Soit donc maintenant dy = pdx , on aura v* k =* 

C(i-t-pp). ..dve k + ?-~e k = 2Cpdp...dv+ V j — 
r * . 2 Cp dp = — d y ( par la troifieme équation) =3 — /> d x± 
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ou e k dx •+■ aCdp «a o. Multipliant par VA * '+■/'/') — 
j x , il viendra ds.e k ■+■ 2 Cdp V. ( 1 -+-/>? ) =» o , dont 

l'intégrale eft **"**-+- C/>\/( l "**PP )-^Cl(p +V l -*"P?) 



C Subftituant — ^— à la place de e fc & féparant % on 



aura 

dx «—if 



air C 



• 1 



Pour déterminer les confiantes, reprenons l'équation 



dx' 



-s 

T 



v . -5-7- s=C. e * } &c nous aurons au point de projeQion 



d x — d s cofa ... * = o • • • v =* A ; donc C = A r 0/"* *. 
Nous aurons aufli à ce même point p = ta;i£ a. Donc l'équa- 



/ 



tion ke k H- C/? x ]/ i -h/>/> •+. C/ (/>•+• |A -+-/>p) 
- C, donnera f = ^ + ^ + / (^). AU 
Téquation de la trajeâoire deviendra 

dx — df 

bccf 1 a cof % a \ cofa / £ -. 

exprefllon qu'il neft pas poiïible d'intégrer en général par 
aucune des méthodes connues. 

396. Si le milieu réfifte peu y comme Pair , k fera une 
quantité très- grande , & fi en même temps la hauteur h due 
à la vîtefle de projeûion eft très-petite , la quantité 



^ hcçpa 

fera très-grande ; enforte que fi on réduit le dénominateur 
«n une férié convergente } il en réfultera du moins une inré- 
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gratloû approchée. Mais ce n'eft point là le cas dont il 
«'agit principalement dans la Balliftique, parce que la vîtefle 
iîes projeftiles étant prefque toujours fort grande, h de- 

vient comparable à k. 

307. Cependant fi l'angle de projection eft petit > on ob- 
tiendra facilement l'approximation fuivante. Comme/? eft une 
.quantité affez petite, on peut , au lieu d'intégrer exactement 

l'équation 2 C à pY 1 •+• pp ■*• ' * ds=o, réduire\A-t-p p 
en une férié convergente 1 •+• \p* — t/> 4 . -*" t« /> — mp 
•+- &c , ce qui donnera 

fàpV7+Tp= C" + p + ip>-~^p'*7hp 7 ~&c 
Or cette intégrale devant être prife de manière qu'elle s*é- 
vanouiffe lorfque p » tanga, on auraC" — — tanga — 
'2- tanga ■+• 7* M»g'<* — &c. Donc l'équation de la trajecr 
',*oire fera 

* * - H- tanga - f •+■ 1 ( «ng* - p») - * ( umgU—tf te 

Et fi l'angle de projeaion eft petk , on pourra négliger 
JU» puuTançes fupérieures de tanga àcdap, & pofer pont 
^première approximation -j- a= k . 



•> « • 



- •+- tang « — f 



L'intégrale de cette équation eft^+C^/ (. lAce /i, ^ 
*»£* — p) i & puifque w« K ^=i',lor(que*^o» on a 

^ T ^ Iga 1 * c °r 4 ( **»£«—/>). Donc ? f»- M»*'* *- 
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ikco P *< kd *> d<™ l'intégrale ety -0** * + dk>-» 

X 

7n^v( ' * — « )• Ceft l'équation de la trajeûoire. 
Fio. 398* Repréfentons-là par une courbe A MB, fie dî* 

ik6 

mimions les ordonnées , de la quantité NP=aCA s* 

'Thipi* enfarte 1 ue le point C foit l'origine des abfciffes ê 
fie que la ligne M N foit l'ordonnée : nous aurons pour l'é« 
quation des coordonnées C N(x) fie M N(y) , 

y =s x ( tanjra-lr , * ^ il— *T 

Menons par le point C la droite CQ qui fàffe avec CATutt 
a ngle C dont la tangente = tang a H- >A * , on aura .g JV 

* i, 

««(f^a-t- r j^), ôc parconféquentQM^j^;^. 
Or * = CQ . ^/"C ; donc entre CQ 6c Q M que l'on peut 
appéller J^ficy, on aura l'équation 

*'cofC 
■7 zhcopa e . 

D'où il fuit que la courbe A M eu une logarithmique qui i 
pour afymptote CÇ , & dont les ordonnées verticale* fous 
avec cette afymptote un angle dont la cotangente=ta«£ a -+• 
\hcof*7 > * a f° u » n gente de cette courbe étant -~^ 
Le point le plus élevé fe trouve en fuppofant /> = d f 

Alors ^•««-^(rT-O-o^.-^i+îfe^ls 
» donc cette plus grande élévation L «s ( k tang a ■$* 
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ot)'0+^) -*-**. 



tin 



L'amplitude A B fe détermine en fuppofant y = o; car 

X 

alors *(/*»£ a + -* )«-* ( ,T_ , ) ^ ou 



T 



i -+■ 



7 



*> »« . Mais cette équation ne peut fe ré- 



que par de f au (Tes polirions, 
399. Voici maintenant quelques expériences fur lef- 
quelles nous allons effayer la théorie qui précède. Elles ont 
été faites avec un canon de 24 chargé à ptb de poudre» 



ANGLES 


AMPLITUDES 1 


de Projection. 


OBSERVEES. 


i° 1 1/ 


3OO T< 


4 


82a 


«* 


><*7J 


30 


I74O 


*S 


I82J 


30 


ipio 


3S 


2020 


40 


20 yo • 


4* 


2200 







Mais il faut auparavant déterminer la quantité k ; or nous; 
avons repréfenté la réfiftance par —- ou ^j+ Ainfi k eft la 

moitié de ce que nous avons défigné par —rCjÔtf ). ;Qu f 
donc/t = f . —*', a' étant le diamètre du boulet» 
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Le diamètre des boulets de 24 dont il s'agît ', eft dd 
j pouces £ ou de -^- toifes. La denfité de lair eft à celle 
du fer fondu dont on fait ces boulets : : 1 : £047. Donc 
it = f . £047 .-^- =s 609,677 toifes ; & par conféquentf 
lk = 2,7850^98. 

Déterminons maintenant la quantité h ou la hauteur due 
à la vîtefle de proje&ion. Dans la première expérience 
l'angle de proje£tion eft de i° 1 \'=s=a , l'amplitude obfervéeL 
x eft de 300 toifes > c'eft la portée de but en blanc , ainfi 
nommée parce que dans une pièce de 24 , la ligne de mire 
fait avec Taxe de la pièce un angle de i° 1 1'. Cela pofé ; 
toutes les quantités qui entrent dans l'équation fondamen? 

X 

' "?** fe détermineront aifément. 



f* 



tale-^ *-!■+- A 

T 



« 



r * eft le nombre . dont le logarithmç hyperbolique eft 
<^, ou dont le logarithme ordinaire eft j x 0,43 4*P4f 
x o>4342P4j = 0,213700$. Ce nombre eft donc 



300 



60*677 



ï > tf3jtf883=**. ( Qr 

L 0,53;tf883 sas ^,8032442 
L -£ = 9,5p202r J 



J?(?/?*. ...... sss» 0,1112227 



* « 



■ * 






c'cft le-logarithme de -, lequel répond à i,ap itfSiJ 



A 



Donc 



1 
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Donc *"** ea 0,391882; 6c en continuant le calcul, on 
trouvera 

h 0,25*1882 =5= 9A^S 2<> 73 
Lfin 2 22' ses 8,5i;8pio 

U*/?* == 0,8493 153 • 

c*eft le. logarithme de ^-, celui de k eft 2,78jopp8; donc, 
H= 3,5344151 ; donc A = 4309 toifes. 

Un calcul abfolument femblable , pour l'expérience faite 
fous 1 angle de 4°, donnera h = 4863 toifes, ' Sous l'angle 
de iy°, il donne A=»y2tfi. Le milieu entre ces trois ré- 
fultâts eft A =. 48 1 1. On peut donc fuppofer que la hauteur 
due à la vîtefle de proje&ion étoit de 48 1 1 toifes dans ces 
diverfes épreuves , & que par conféquent la force de la 
poudre donnoit au boulet une vîtefle de 1320 pieds ou 
de 220 toifes par féconde. Cette valeur étant ainfi déter- 
minée , calculons les amplitudes que la théorie donne pour ' 
les différentes inclinaifons marquées dans la Table précé- 
dente , & voyons fi elles s'accordent avec les portées ob- 
fervées. 

Pour la portée de but en blanc , fous 1 angle de pro- 

X 

* T — 1 

îedipn i° n', l'équation. à réïoudre eft r-» ** d • -H 

-rJin 2 %%'.. , : * -, . . 7T : v 



' • ' ^ 



~ r • ' 






j t.. ;v r.-.a 



Rr 



1 



3H tRAITÉ 

£4811 « 3,6231371 

li « 3,78yogp8 

£-j- b* 0,8*80373 

Lftm 9 **' — 8,tfiy8$io 



Somme = $,$139283 

X 

T 



ce logarithme répond a 0,32^3 ; donc = 1,326$ 3* 



X 



il 



Soit-r- = o,y, on aura. = i,2p8. L'erreur eft 28 en 

moins. Soit — = o, j i ; on aura e * as i jtftfy • • • L- 

» 

T 

1,304. L'erreur eft 22 en moins. Ainfî on dira, la diffé- 
rence des erreurs d, eft à la plus petite erreur 22 , comme 
la différence 0,0 1 des fuppofitions eft à un quatrième terme 

0,03 6. Donc j= o,j4<f. » 

* T 
Soit j- sac o,$s i on aura e * «=ç 1,733a J3 .... =». 

"T 
1,333a* L'erreur eft 67 en plus; & en faifant -J- = o, $4 ; 

* * T * 

— c - 1 

on trouvera e k ==s 1,724*08. . . = 1,329$ • L'erreur 

eft 30 en plus; ainfî on aura la proportion fuivante 37: 
30 : : 0,005* : 0,604 > ce qui donne -p = 0,^41 ;• & comme 
cette valeur eft affez exade , on aura pour l'amplitude cher* 
chée 0^41 . A = j3otoifes, 
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IL ± 

Pour la portée fous 4 , l'équation cft — =n-\-hfin 8 è , 

F" 
& pour abréger nous la mettrons fous cette forme y = 1 

Ajin9°i cela pofé, 

L j- • • =a 0,8280373 

x^»8° « p,i45nn 



Somme = 0,04 1 y £26 
logarithme qui répond à 1,1 oof ; doncj? as 2,100;. Soit^ 
te* ^ ; on aura e k = 3,7P3<J. • • > = 2><>Pf 4 ; ainfî Terreur 



fera J3 en moins. Soit y «s 1,3 y ; on aura * * = 3,8^74... 
y = 2, 1 1 66 : ce qui donnera 1 tf 1 j>our Terreur en plus. On 
dira donc 2, 4 : 53 : : yj : 0,004128. Donc -p = f •+» 

0,004128 = 1,337$. • . #= 81 j toifes. 

• • • 

m. 

,. Pour la portée fous i$\ l'équation eftjf=iHr -r- fin fo% 

s=i*+*i.-j=4,pf j7*5oit-j'=a2 > y;pnaura^* =3 12,18... 
jf =4,472. L'erreur eft 482 en moins. Soit y = 2,6 ; on 

aura e *= 13,4*4. . . . v «== 4>7S>4. L'erreur eft itfo en 
moins. On aura dbnclà proportion 322 ï itfo : : 0,1 : 0,0 j; 
ce qui donnera:-?-. =^.2 f tf j; - r ,,.',:. .s. .- 

* 

Soit y ass *><*$ i on aura e *??» 14,1 J404. . ..y ==* 4>9*3^* 

Ri ij 
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L'erreur eft 101 en plus. Soit-j — 2,64; on aura ** = 

14,01320. • • J = 4>P^2. L'erreur eft 24; en moins. Àinfi 

34^ : 24; : : 0,01 : 0,007 ; d'où on tirera -j- = 2,^47. . . • 

#= i5i4toifes. 

IV. 

Pour la portée fous 20% l'équation efty -a 1 + -r-^» 40% 
On aura donc 

Ijm = 0,85)80373 

JLjfo 40 = p,8o8o57 j 

- !!■■ > 

Somme = 0,7051048 
logarithme de $,0828. Donc y = £,0828. Soit jsbj; 

X 

.on aura * fc = 2o,o8& • .y «= 6 } $ 6. L'erreur eft 28 en plus; 

X 

Soitj- asa 2,p ; on aura * * = 18,17^. . .y — f P 9** L*er- 
reur eft îff en moins. Ainfî on dira 44 : 16 : : b^i : 0,037 1 
ce qui donne y *==* *>037» . . * = 179 1 toiles. 

V. 

Pour la portée fous aftl'êqaÉàan eftjr = 1 -t- -^fin £o\ 

9 



Somme — 0,7822913 
logarithme de 6>o$ 747. Donc y=* 7,0$* 747. Soit — = 3, 1 



on aura* fe =22|ip8. . . y=s6>2ï$. L'erreur eft 218 en 



• * - — 



sioins. Soit ^ =? &% ; on aura * *«= 44,533. . . y == 7,3 J 4» 
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L'erreur . eft 2 $7 en plus. La proportion jij:2i8::o,i: 
10*0423 donnera t- = 3, 1423. . . * = 19 1 6 toifes. 

VI. 

Pour la portée fous 30% on aura par un calcul tout-à-fait 
femblable 

L T • • ^ °> 8 * 8o 373 
Lftn6o° = p,p37n°^ 
Somme .= o,83fj$7p 

logarithme de £,848 1.' Donc ^ = 7,848 1. Soit -î == 3,3 ; 

ton aura **= 27,11. •• ^ =7^1. L'erreur eft 7 en plu». 

Soit -^ = 3,ay j on aura * * = 2j,7p. . •y= z 7,63. L'erreur 
eft 22 en moins ; & la proportion ap : 22: ; 0,0; : 0,038 
donnera j- = 3,188. . . x = 200; toifes. 

VII. 

Pour la portée fous 3 jr°, on aura de même 

Ij.. = 0,8^80373 

L fin 70° = P,P72p8$8 

Somme = 0,8710231 

logarithme de 7,43otf* Donc jf «=s 8,430$. Soit — = 3,4; 

on aura * * = 2p,ptf4 . • • jj = 8, $ ip. L'erreur eft 88 en 

* 

plus. Soit-j- =xi 3,3$ j on aura * « = 29,666. . .jr a» 8,4f& 
L'erreur eft 2 j en plus. On aura donc 63 : 2^ : : 0,01 : 
0,004 > & retranchant ce dernier terme de 3>39> °n 



* i 
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trouvera que y =■ 3,j8tf. ... * a atxfy toliet. 

VIII. 

Sous 40° £. -j- = 0,898077? 

L fin 8o° = 9,9933Sif 

Somme = 0,8913888 



v- 



logarithme de 7,7873* Donc ^ =* 8,7873. Soit-j- = 3,4; ; 

on aura * k = 31*5004. • .y e= 8,841. L'erreur eft 54 en 

plus. Soit y = 3,44; on aura e *=r 31,187. . . y — 8,77$. 
L'erreur eft 12 en moins. Ainfi la proportion 66 : 12 : : 
0,01 : 0,0018 donnera y = 3,4418. . . *= 2098 toifes» 

IX. 

Sous 4; on a t- » 7,907;. Doncjr == 8,907; ; & fi oïl 
fuppofe -j = 3,4; , on trouvera y = 8,841. L'erreur eft 
66 en moins. Soit y = 3,46; on aura y = 8,90^5. Ce nom- 
bre eft allez exaû , fie on en déduit 2110 toifes pour la va- 
leur de x. 

Mais afin que Ton puifle comparer plus facilement les 
réfultats de l'expérience avec ceux de la théorie , nous joi-» 
gnons ici la Table 



<s 
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ANGLES 
: de Projictiow. 


PORTÉES 

OIS1RVÉES. 


PORTÉES 

CALCULAIS. 


DIFFÊR. 


* 
20 

30 

3S 

40 

4* 


30o t 

820 

i*7J 
1740 

182J 

ipio 

2020 

20JO 
2200 


330 
8i; 

ltfi4 

17P1 
îpitf 

200 5; 
20^4 

20^8 
2IIO 


-f- 30 

— S 

— 6i 

-H Ji 
-f- $1 

•+■ 9$ ! 



Elle a été calculée pour la fuppofition que la force de la 
poudre imprimoit aux boulets une vîteffe due à une hauteur 
de 48 1 1 toifes , ce qui eft le milieu déduit des trois pre- 
mières obfervations. La pièce étoit de 24 , & la charge de 
poudre étoit de p tt> , comme nous l'avons déjà dit. 

Or en comparant les portées obfervées avec celles que 
donne la théorie approchée dont nous nous fommes fer- 
vis , il eft aifé de voir qu'elles s'accordent fuffifamment , 
d'autant plus que ces fortes d'expériences ne peuvent 
gueres être faites avec toute Pexa&itude dont on auroit 
befoin pour vérifier une théorie. Quelques foins que Tort 
prenne pour rendre tout égal dans ces épreuves > il arrive 
Jbuvent que fous le même angle & avec la même charge , 
les portées différent de 50 & même de 100 toifes. La plus 
grande différence que nous avons trouvée eft de 9$ toifes 



! 
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qui font à-peu-près la vingtième partie de la portée ï 
encore Terreur paroi t- elle venir ici de l'expérience. Quand 
bien même en effet 1 angle de la plus grande portée feroit 
de 4?°, ce qui eft tout au moins douteux , la différence des 
portées que donnent 4 J & 40 , devroît être moindre que la 
différence de celles qui répondent à 40 & à 3 y , comme 
on le fait par la nature des Max'ma. Ainfi la portée fous 
45 devroit être moindre que 2080, au lieu que l'expérience 
la donne de 2200 toifes. ] 



T ' W 



SECTION IL 

Du Mouvement d'un Corps sur une Ligne 

donnée. 



400. Mous fuppoferons i° que le mobile eft un point 
phyfique d'un volume infiniment petit. 2°> Que la ligne fut 
laquelle il fe meut , ne lui permet point de s'écarter d'aucun 
coté , comme le feroit par exemple un canal dont le diamètre 
feroit égal à celui du corps. 3 , Qu'au-dedans de ce canal * 
le corps peut fe mouvoir librement , fans éprouver le moin- 
dre frottement de la part de fts parois. 

4 ° I • Un tel canal ne pourra donc détruire que les 
mouvements qui lui font perpendiculaires ,& par confé- 
quent la réfiftance provenant de cette caufe s'exercera 

toute 



*57< 
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toute fuivant la perpendiculaire à la ligne décrite > de ma- 
nière qu'il n'en réfultera aucune force tangentielle peur 
altérer la vîteffe du mobile. Done fi le corps fe meut en 
vertu d'une impulfion primitive , & fi fon mouvement n'eft 
troublé par aucune force accélératrice , quelle que foit la 
courbe fur laquelle il fera obligé de fe mouvoir , il aura 
par-tout la même vîteffe , & décrira par conféquent des arcs 
égaux de cette courbe- en temps égaux. 

402. Mais fans avoir recours à un canal exempt de 
frottement, on peut faire mouvoir un corps dans toute ligne F», 
donnée, en fuivant le procédé du célèbre" Huyghens. Soit 
AM\z ligne dont il s'agit > B N fa développée , M N 'le 
rayon ofculateur au point M. On prendra un fil inexten- 
fible MNC que l'on attachera par un bout au point C de 
la développée , de façon qu'il puiffe s'appliquer fur la lame 
CNB. On l'attachera par l'autre bout au mobile , qui dans 
fon mouvement fera forcé de décrire la courbe donnée 
AM. 

. Or un mobile ne peut être ainfi contraint dans fa direc- 
tion , fans ^u'il n'en téfulte une preflion continuelle fur la 
ligne de fon mouvement , ou ce qui eft la même chofe > fans 
que le fil de la développée n'éprouve une certaine tenfion. 
Donc fi on appliquoit en fens contraire une force égale à 
cette preflion y le mobile décriroit bien la même courbe , 
mais alors fon mouvement feroit libre. 

Suppofons qu'il ne fe meut fur la courbe A M qu'en 
vertu de quelque impulfion primitive , fans être trou- 

si 
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blé par aucune puiflance > 6c appelions F la force de preflîon 
qu'il exerce fur la courbe A M fuivant la perpendiculaire 
N M. Si cette force confidérée comme force accélératrice 
étoit imprimée au mobile , dans la direâion oppofée MN> 
la trajeâoire A M feroit décrite d'un mouvement libre. Or F 
étant la force normale y a pour valeur { 280 ) le quatre de 
la vîtefle uu divifé par le rayon ofculateur MN. 

ê 

C'eft donc aufïï la valeur de la preflîon fur la courbe, cm 
de la tenfion du fil , nommée communément Force cen- 
trifuge. Cette dénomination vient de ce que le mobile ten- 
dant par fon inertie à fe mouvoir uniformément fie en ligne 
droite , ne peut être contraint à décrire une ligne courbe 1 
fans faire un effort continuel pour s'échapper par la tangente, 
& s'éloigner du centre de fon mouvement» 

403. La force centrifuge eft donc égale au quatre de 
la vîtefle divifé par le rayon ofculateur. Elle eft à la force de 
la gravité comme la hauteur due à la vîtefle du mobile eft 
à la moitié du rayon ofculateur. 11 ne faut pas croire pour- 
tant que la force centrifuge dépende de la gravité ; car le 
mobile prefleroit encore la ligne fur laquelle il fe meut , 
quand bien même la gravité n'exifteroit pas, 

404* Quelles que foient d'ailleurs les forces qui folli- 
citent un corps dans fa trajeâoire , on pourra les réduire à 
deux , Tune tangentielle T, l'autre normale N. La première 
altérera fa vîtefle , fie on aura g dv=*Td s; h&condc 
produira la preffion fur la courbe décrite > fie lorfqu'elle 
agira dans le même feus que la force centrifuge — , U 
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preffion totale fera ~- •+- N : mais fi elle agit en fens con- 
traire» la preffion ne fera plus exprimée que par-— — M 

Dans ce dernier cas, lapreffion deviendra nulle lorfque 
T N fera égale à ^- > & par conféqnent le. mobile décrira li- 
brement la ligne donnée. Auffi elt-ce là l'équation que Ton 
a pour les mouvements libres- 

4o5* Au moyen de la formule gàv=a*Tàs % & de 
Téquation connue de la courbe } on trouvera la vîteflfe 
du mobile en un point quelconque. Le temps fe déterminera 
en intégrant — ; & ht preffion fur la trajeâoire fera expri- 

mée F ar "X" ^° ^ m ^ a * s ce dernier dément n'eft pas nécef- 
faire pour connoître le mouvement. 

4<>5. Soit B M la ligne donnée , AT fbn axe, X&cY Frç, 

1 c 8 

les deux forces accélératrices dirigées , Tune fuivant MJV 
parallèlement à AP , l'autre fuivant P M. Soit P la pref- 
(ion totale fur la courbe fuivant la perpendiculaire OM. 
Sx on applique cette force en fens contraire fuivant M0 % le 
mouvement deviendra libre. Décomposant donc la force P t 
fuivant MO en deux , la première dans le fens de MN y 
la féconde dans le fens de M Q , on aura -~ pour Tune , & 
~jj- pour l'autre. D'où on tirera , 

d î 

Subftituant — au lieu de dt, on aura 

Xds + Fdy = *dÇ£)=»udX%)+«d*-£, 

Sf ij 
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Multipliant la première par dx & la féconde par à y , 6c ajou- 
tant les produits , on trouvera ( XdxHrYdy) ds =» 
««Ji[^.^(f;)^^.i(^)]-^ii^A J ou mdm- 

Xd x -+- Ydy qui revient à l'équation gdv~ Tds. 

Pareillement fi après avoir multiplié la première par dy \ 
la féconde par à x , on retranche les produits , l'un de Fau- 
tre , on aura (Xdy — Ydx )ds + Pds* = u*d$ . . • . . , 

ofculateur R » —7—- Donc P <= £ •+■ ^^i; 

équation qui fait voir que quand même il n'y auroit aucune 
puiflance accélératrice , la prefïion fur la courbe n'en 
feroit pas moins exprimée par ~- . Elle fait voir aufïi que 
dans le cas où il y a de ces puifTances , la preflîon fur la 
courbe par la force centrifuge > eft augmentée de la force 
normale , lorfque fa direâion eft la même que celle de 
la force centrifuge , & qu'elle eft diminuée de cette même 
force lorfque fa direction eft oppofée. C'eft précifément ce 
que nous avons trouvé en coniidérant le mouvement d une 
autre manière. 

Voilà en peu de mots la méthode généferfe de calculer 
le mouvement d'un corps fur une ligne donnée. Nous 
allons l'appliquer à quelques cas particuliers. 

Applications de la Théorie précédente. 

407. Suppofons qu'un mobile foit fufpcndu par 
un fil attaché à un point fixe. Si on frappe ce mobile 
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firivânt une dire&ion quelconque > il décrira néceffaire-» 
ment une circonférence de cercle autour de ce point > & 
il la décrira uniformément > fi on fuppofe qu'aucune puif- 
lance ne trouble le mouvement imprimé. Soit V fa vîtefle $ 
qui fe trouve en décompofant la vîtefle imprimée en deux 
autres > Tune V perpendiculaire au rayon , l'autre fui- 
vant ce rayon. Soit F la tenfion du fil > ou la force cen-» 



trifuge > foit R le rayon du cercle. On aura donc F 
— , ou plutôt Fa= ~- , fi M eft la mafle du mobile, par- 
ce que — n'eft qu'une force accélératrice , dont 1'efiet eft 
la vîtefle que peut imprimer la force centrifuge; 

Pour connoître donc l'intenfité véritable de cttte puif- 
lance , il faut multiplier — par la mafle du corps. Ainfi la 
force centrifuge eft au poids du corps comme la hauteur 
due à la vttejje eft à la moitié du rayon. Si on fuppofe * 
par exemple , la vîtefle du mobile due à une hauteur de 
40 pieds , & le rayon du cercle de 10 pieds , la force cen- 
trifuge ou la tenfion du fil fera au poids du corps, corn** 
me 8 eft à l'unité» 

40$. Soit Tle temps périodique du mobile* on aura 
J^= î-~ , & la force centrifuge F» -~£ — . La force cen^ 
ttifuge eft donc proportionnelle au rayon du cercle directement , 
€r au quatre du temps périodique réciproquement* 

409. Comme la Terre a un mouvement de rotation 
autour de fon axe , toutes fes parties font animées d'un 
certain degré de force centrifuge > lequel eft plus ou moins 
gtand félon qu elles font plus ou moins éloignées de Taxe ; 
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& comme fous l'équateur* cette force eft dire&ement oppo- 
fée à celle de la pe&meur ,. elle doit la diminuer davantage» 
Quant aux lieux intermédiaires entre les pôles ûc réqma- 
teur y la diminution de kt pe&nceur doit être motos (en* 
fible à mefure qu'ils font plus près de» pôles» 

Il fuit delà que fi la terre a été fluide dans foriginc; 
elle n'a pu conferver en vertu de fort mouvement de rota- 
tion , la forme ljphérique que f uniformité dfe la pefanteur 
tendoit à lui donner* Car les parties plus proches de l'é- 
quateur pefent moins que les autres , il en a fallu davantage 
pour fervir de contre-poids* Il a donc fallu que cette mafle 
de fluide prit la ligure d'une efpece d'ettip&tide applari vers 
les pôles y & renflé vers l'équateur f tel à peu-près qu'il 
feroit engendré par la révolution d'une eliipfe autour de 
fon petit axe* Ceû auflt le réfiJtat que donnent les plue 
exaâes mefures des degrés du méridien , faites dans ces 
derniers temps*. Elles, s'accordent toutes à confiâtes l'ap* 
platiflexnent du globe teoefke vers; les pôles; te celles qui 
paflent pour les meilleures prouvent que fon axe eft de 
~r moindre que le diamètre de, l'équateur, 
Fïo. 4 ï O. Examinons maintenant k. mouvement d un cospft 
qui defeendroit par & gravité le long d'une ligne droite. A C 
inclinée à l'horizon* Soit A l'origine du mouvement ; fbit 
A M l'efpace * parcouru pendant le temps?; fiait u la vî- 
tefièenM Si on mené pas fci point A la vieiticaÈp A B * fit 
par le point C ^horizontale RC, ou pourra. ^ eaagpelkttfc* 
Hnctinailbn ACR de AC fat l'horizon • décomposer 1% 
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force de la gravité g fuivant MP en deux autres forces , 
Tune g fin a fuivant M C y l'autre g cofa perpendiculaire à 
MC. Celle-ci donnera la preffion fur le plan incliné , puif- 
que la force centrifuge eft nulle : or cette preffion eft au 
poids du corps :: cofa : 1» L'autre accélérera continuelle- 
ment le mouvement fuivant A M. Le corps defcendra donc, 
comme s'il étoit follicité par une force de gravité g fin -a 
fuivant A M> & fon mouvement fera uniformément accé- 
léré, On aura donc les équations fui vantes, 

* — g* fin a. . ..* « \gt* f*a f 

D'où on peut déduire phifieucs remarques utiles. 

i°* Le temps employé à parcourir A C eft y —^ a «= Pw. 

.V^^nr ^ il eft donc comme la longueur A C , lorfque 
!AB *& une quantité confiante ; c'eft-à-dire , que les temps 
employés à defcendre du point A jufqu'à l'horizontale B C 
font comme les longueurs des lignes parcourues. 

2°. Si on décrit un cercle dont le diamètre A B foit ver. p I0# 
tical , le mobile partant de A pour defcendre vers M par 
la corde AM employera toujours le même temps qu'il eut 
employé à defcendre en B par le diamètre AB , puifque 
4ans le cercle la quantité -jy eft confiante. . 

3°, La vîteffe du mobile arr ivant au point C aura pour FlG 
expreffion V*gjmaAC == |/ 2gAB: elle fera donc égale l *'• 
a celle que le corps eût acquife en tombant par la verticale 
AB ; d'où il fuit que la vîteife acquife par la chute d un 
mobile entre deux plans horizontaux eft toujours la même , 
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foit qu'il tombe librement par la verticale , fait qu'il des- 
cende par un plan incliné, ou même par un arc de courbe , 
comme on va le voir dans l'Article fuivant* 

Du mouvement d 'OJcillation. 

Fig. 4 1 1 • Soit A CA 1 une courbe quelconque le long de 
laquelle un corps defeend en vertu de fa pefanteur , à com- 
mencer du point A. Si on rapporte la courbe à un axe 
quelconque vertical B C , menant les horizontales A B , 
MP y & faifanç BP^x y P M = y$ la force de la gra- 
vité g fuivant M G étant parallèle kBP , on aura Ofcotf) 
X=g&c Y== o.Doac dv — dx , fiez; = #*+■*, dans le 
le cas où le mobile auroit en A quelque vîteffe initiale due 
à la hauteur a. Le corps en defeendant par l'arc A M d'une 
horizontale AB à une autre horizontale MP 9 a donc pré? 
clfément la même vîteffe que s'il étoit tombé d'une ligne 
à l'autre par la verticale BP f 

« 

Suppofons qu'il defeende du repos en A 5 la vîteffe en 
M fera dfte à la hauteur BP > & la vîteffe en C à la hau- 
teùr BC. Mais fi C eft le point le plus bas de la courbe $ 
& fi la branche CM A 1 en eft une continuation quelcon- 
que , la vîteffe en M! fera toujours due à la hauteur BP , & la 
vîteffe en A 1 à la hauteur o. Le mobile doit donc remonter 
jufqu'en A* y à la même hauteur d'où il étoit defeendu. 
Quand il fera parvenu au point A* , il en defeendra parle 
même chemin , & remontera par la première branche ;uf* 

qu'à l'origine de fon mouvement. H ira donc alternative- 
ment; 
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ment dé A en A 1 16c de A' va A y jufqu'à ce que des 
pbftacles étrangers s'oppofent à fa marche. Ç'eft ce mou* 
vement alternatif que l'on appelle le mouvement àofc\llat\on 9 
4 1 2 . Pour connoître la durée d'une ofcillation entière p 
ou ce qui revient au même , pour mefurer le temps fie la 
defcente AMC & de la montée CM A 1 , il faut intégrée 
.7= , ou ;> — depuis -^ jufqu'en ^. 

Exemple, 

4 1 3 • Soie AMD un arc 4e cercle décret du centre C èc du F '«« 
rayon C^ =»*; menons la verticale CD, & fuppofons que 
A eft le point où la defcente commence dans Tare AMD. 
$i onfaitDP=*, BD = b> on au jra ^ — J/ 2 a x — #*.., 

ds ssa r-+Az=nz . . • . . U=*y2g{b x). DotlC à t a 

K 2 4 * - X X 

— adx — ix a Va . 



- • • • 
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»4 1.4*44* 1.4.6*84' 1.4.6.8* 1 64* 

Pour avoir le temps de la defcente eqtiere , il faut 
intégrer chaque terme de cette férié , de manière qu'il 
s'évanouifle lorfque x *=p b , & il faut enfuite fuppofer 
x s» o, Or le calcul intégral donne généralement 

/ * — x m dx x»-V(^»y») b(x w-i) P— x m ~ x i* m 

V(bx-xx) m . %m J \ (èx-xx)* 

donc fi on prend chacune de ces intégrales entre les deux 

Tt 
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limites x ==£...;.* = o , comme nous venons de le 

on aura /-rrr x = — / —77 x i formule qui don* 

nera les applications fuivantes 

/ —xdx __ *_ f — dx _ S , —x 1 dx ___ j* Cj^^* 
'V(bx-xx)~~ %Jy(bs-xx) ""J y{ix-xx) 4./ »/(**-**) 

I 

D'où il fuit que le temps de la defcente dans Tare AMD eft 
généralement exprimé- par * = | J/'— ; 



f^x~iTr 0ï f^k " Arc ^ 1J r-* * & cetC8 intér 

grale eft nulle lorfque * =» b , au lieu qu'elle a pour valeur 
le nombre connu cou^=»3,i4i &c, lorfque *=o. On aura 
donc pour le temps de la defcente feulement 

* V g L »* # »« »*.4» 4 4« r >».4*.«**««» — ■ J * 

<8c ptr conféquent fi on nomme T la durée d une ofcillation 
entière dans Tare A DA 1 on aura 

t--i/± Ti^-L i. -#.«•** il^. , -î*^ 1 il.**c1 r 

. T - ,r K7-L l+, ?«„ + ?:7» 4 7 + ?r 4 "ï7"»7 + * e J' 

Or fi l'arc y^ M 2) eft petit par rapport au rayon , le finus 
verfé b de cet arc fera auflî petit relativement à cet arc , 
que celui-ci Feft par rapport au rayon» On pourra donc alors 
négliger tous 1 les termes de la férié , qui contiennent b , 
& prendre T «= •** \f-l. Et fi on veut apprécier Ferreux 
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qui en refaite, pour des arcs même aflez confidâfables , il 
n'y a qu'à fuppofe* ^MD «s 30 , pin exemple j ®à trou-* 

L 

vera que -y «■ i^iKj «= o , 134. D'où ileft facile de 
conclure que la durée d'une ofcillation entière , telle que 
la formule * |/"— la donne, ne diffère de la durée réelle; 

o 

que de fa foixantieme partie environ; de manière quç s'il faut 
une féconde pour chaque ofcillation , Terreur n eil que 
d'une tierce. 

4!4» On voit donc qu'en prenant de très -petits 
arcs leweur doit être infenfible , même après un trèç-grabd 
nombre dofcillations. Au refte, la formulé T ^ * \/4- 
étaat indépendante de h y il eft clair que les ofcillatîons 
d'un corps dans de petits arcs de cercle doivent être d'une 
égale durée, Auffi les appelle- 1- on dans ce cas , des ofcil- 
lations ifochrones. 

Comme il eft abfolument égal de fuppofer qu'un corps 
M fe meut fur un arc de cercle folide A MD > ou qu'il 
ofcille à l'extrémité d'un fil de fufpjenûon CM + on doit en 
^conclure qu'«* pendule ( car c'eft le nom que Ton donne 
alors au mobile ) qui fait de fort, petites ofiillations > Us fait 
toutes dans le même temps 9 

4l 5* Ot Texpreflion de ce temps eflf* \/^ , la Ion- 
gueur du pendule étant défignée par a. D'où il fuit que (a 
durée fune ofcillation efi dinÛemem proportionnelle à la racine 
-quarrée de. h longueur J& pendule , &. réciproquement à la racine 
qttarrée delà farce de la gravité.Vn pendule dont la longueur 
eft quadruple de celle d une autre doit donc faire dea ofcilla- 
tions deux fois plus lentes. T t ij 
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4 1 6* Soit N le nom&re-d'ofcillations Gâte* pendant un 
certain temps t , on aura T»«~ « * y-j j & par con- 

féquent a = jjr^ Donc /** longueurs de deux pendules font 
réciproquement comme les quatre* des nombres cPof dilations faim 
pendant un temps donné. 

4 1 7* On a déduit delà un moyen fort fimple de déter- 
miner par expérience la longueur du pendule qui feroit une 
vibration par féconde. 

Sufpendez un corps bien denfe à un fil de métal très- 
délié ; donnez à ce fil trois pieds de longueur environ , par- 
ce que ceft à peu-près la longueur cherchée ; écartez tant 
foit peu le pendule de la verticale , pour le faire ofciller , fie 
comptez enfuite bien exaâement le nombre d'ofcUlations 
qu'il fera .dans un temps déterminé quelconque, dans une 
heure par exemple. Vous appellerez ce pendule , le Pendule 
d'obftrvation , fie vous ferez la proportion fuivante. 

Le quarré. du nombre des ofcillations comptées eft à 
5600 y quarré du nombre d'ofcUlations que feroit dans le 
même temps le pendule à fécondes , comme la longueur 
cherchée de ce pendule eft à la longueur du pendule 
d'obfervation. 

Cette méthode a fait connoïtre que fous ta latitude de 
Paris, la longueur du pendule à fécondes eft de 3 pieds 
8 lignes -^. Mais comme ces expériences fe font avec des 
corps d'un volume fini , il faut avoir foin de mefurer très-exac- 
tement les longueurs des pendules que Ton emploie > en les 
prenant depuis le point de fufpenfion , jufqu a un autre 



DE MÉCHANIQUE. 333 

point , nommé le Centre d'ofcUlation > dont nous parlerons 
dans la troifieme Seâion. 

4 1 8- Quand on connoît une fois la longueur du pendule 
qui bat les fécondes , on peut en inférer aifément celle d'un 
autre pendule qui feroit fes vibrations en plus ou moins de 
temps. Celle , par exemple , du pendule qui battrait les 
demi-fecondes à Paris , doit être évidemment le quart de 
celle du pendule à fécondes : elle doit donc avoir p pou- 
ces 2 lignes t~V Pour battre les minutes il faudrait un 
pendule long de 3600 fois 3 pieds 8 lignes > $7 , ce qui 
feroit 1 10 14 pieds £ de longueur. 

C'eft là-deflus qu'eft fondée la manière de régler les pen- 
dules ordinaires. Quand elles retardent , on remonte la 
lentille; on la baiffe au contraire quand elles avancent; 
mais pour déterminer la quantité dont il faut la haufler ou 
la defeendre , foit a la longueur a&uelle du pendule ; 
foit x la quantité dont elle doit être augmentée ou dimi- 
nuée ; foit c le nombre de vibrations dont la pendule re- 
tarde ou avance dans un temps donné , dans une heure par 
exemple : b représentera le nombre de vibrations qu'elle 
doit faire dans le même temps quand elle eft bien réglée. 
Cela pofé on aura (416) 

aia^x :: b 1 : (^± r ) a î donc# = (zb^c)^, 

419* Mais l'ufage que Ton a fait de cette théorie pour 
'déterminer avec la dernière exactitude , la force de la gra- 
vité g- , eft bien plus important ; outre que l'idée en eft 
fort ingénieufe , le calcul en eft finguliérement aifé# Car on a 
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T = * ]f— , donc fi on prend pour T l'unité ; # 
pour a la longueur du pendule à fécondes , qui eft de 
44°>f7 lignes, on trouvera que g=*** t 440, J7 lignes = 
3<Vptf pieds, comme nous l'avons déjà dit ; & on en 
conclura que Vefpace parcouru par un poids quelconque f pen- 
dant la première féconde de fa chute , eft de 1 y pieds ,098. 

420. Si la force de la gravité diminue à mefure que 
Ton approche de l'équateur , la longueur du pendule à fé- 
condes doit varier fous les différentes latitudes ; car l'é* 
quation !«▼ j/— fait voir que la longueur du pendule 
reliant la même , fes vibrations doivent fe rallentir à me- 
fure que g diminue. Or M. Richer étant allé à Cayenne en 
1 672 y pour y faire quelques obfervatipns , s'apperçut que 
la pendule à fécondes qu'il y avoit apportée de Paris re- 
tardent fenfiblement , au point qu'il fut obligé d'çn re- 
monter la lentille d'une ligne \, pour lui faire battre de 
nouveau les fécondes, Cayenne dt à 4 j$' de fôçitucfe 
boréale, 

Depuis M. Richer, on a vérifié plufieurs fois Se en divers 
lieux le fait qu'il avoit attefté j & on a trouvé qu'à Quito , 
par exemple , qui eft à 2 y' feulement par-delà l'équateur, 
la longueur du pendule à fécondes étoit de 458, 83 lignes. 
• A Porto-Belo, par p°.33 / delatit. boréalç, elle eft de439>ia i 
au petit Goave dans Tlfle de S. Domingue , 1 $°, 27' de la- 
titude, elle eft de 43P, 33. Au Caire,, 30 .a' de lat. • . * .. 

^40,25. A Rome, 4t°.44 / 440,28, A Londres * 

y*°'3i' 4^0, 6$. A Arçhangel, 6±° . 35', 441,13. 
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A Pello, 66°. 48' .... 441,17. Tous ces réfultats & bien 
d'autres s'accordent donc à prouver la diminution de la 
pefanteur , à mefure que Ton s'éloigne des pôles ; 6c de 
cette diminution on conclud l'exiftence de la force centri- 
fuge ; laquelle à fon tour entraîne l'applatiffement de la 
terre vers les pôles , dans l'hypothefe qu'elle ait été fluide 
dans l'origine. 

421. Le temps que le mobile met à defcendre par la 
corde A D eft égal au temps qu'il mettroit à tomber par 
le diamètre vertical , fie ce temps eft exprimé par la for- 
mule j/"— ou 2 V^^ # ^ a * s ^ e * u * ( I ue k rn ^ me corps 

© © 

emploie à defcendre par le petit arc AMD , étant exprimé 
par — j/— , il s'enfuit qu'il eft moindre que le temps de 

o 

la defeente par la corde A D , puifque — eft moindre que 
st. Dans ce cas , quoique la ligne droite foit toujours le 
chemin le plus court , elle n'eft pourtant pas celui qui 
exige le moindre temps. Ce n'eft même pas l'arc de cercle. 
Il y a long-temps que M. Bernoulli a démontré pour la 
première fois que c'écoit un arc de cycloïde. 

Problême I. 

4^1. Soient* AB 6c AC deux demi-cycloïdes décrites f.ù. 
par la rotation du cercle qui a pour diamètre AK , fur l 5 " 
l'horizontale GKH. Si on prend un Ri ARM double de 
AK ou égal en longueur à l'une de ces courbes , fufpen- 
dant ce fil au point A , fie fuppofant un corps infiniment 
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petit M attaché à l'autre extrémité , ce corps décrira dans 

fon mouvement la cycloïde entière BDC, dont le cercle 

générateur fera égal à celui des deux demi-cycloïdes > 6ç 

qui aura la ligne horizontale BKC pour bafe. Cela pofé; 

on demande la durée d'une ofcillation de ce pendule par 

VztqTDF. 

Soit a = h longueur du Pendule ^flsale diamètre du 
cercle générateur , s sa Tare DM 9 x = DP, on aura par 
la nature de la cycloïde , j* « aax ; d'où on tirera ds «=* 
. Si on appelle b la hauteur D E du point F qui eft l'o* 
rigine du mouvement , la yîcefle 4c ce corps parvenu en M 

fera = V{ b ~ *)*£ > & oa aur » ** *** v^V-*) "* 
—dx va ^ ^ a . g i»i nt ^g ra i e j e ~ * p r £fe entrç les li? 



adx 

%/iax 



mites Ar = o&jr = ^fe réduit toujours à *. Ponç le temps 
de la defeente par Tare FMD fera exprimé par £ j/"— & 
par conféquent le temps d'upe ofcillation entière dans larç 

FD F fera T = * \/~ t Or ce temps eft à celui de la def» 
cente par le diamètre vertical KD : : v : i , c'eft-à-dire 
comme la circonférence eft au diamètre. Ponc toutes lef 
ofcillations d'un pendule qui décrit des arcs de cycloïde , Jbnf 
d'une égale durée , quelle que /bit leur étendue. 

4^3- Cette propriété finguliere a fait donner à la cy- 
cloïde 6c à toutes les autres courbes qui ont le même 
avantage , le nom de Courtes Tautochrones* Ce fut M. Huy- 
ghens y homme d'un rare génie , qui après avoir démontré 
Je premier que les grandes comme les petites ofcillations 

d'un 



/ 
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d'un même pendule , entre deux lames cycloïdalés , fe 
faifoienc toutes en temps égaux y imagina qu'un pendule de 
cette efpece feroit propre à fervir de balancier ou de 
régulateur aux Horloges. Quelle que fut en effet Pimpref- 

» 

Aon donnée à ce pendule par l'échappement , les ofcilla- 
tions ne pouvoierit être qu'ifochrones. 

Mais quoique très-belle dans la théorie , cette invention 
n'eut que de médiocres fuccès dans la pratique. Pour lui en 
procurer de plus folides , il eût fallu vaincre des difficultés 
prefque infurmontables. Ces difficultés confiftoient à don- 
ner & à conferver à des lames de métal AR&AR' une 
forme cycloïdale bien égale. Et comment fe flater d'y réuf- 
fir , tant de caufes concourant à la leur faire perdre ? Leur 
contraâion inévitable pendant le froid , & leur dilatation 
pendant le chaud s'oppofoient fur-tout à l'uniformité de 
leur figure , & l'ifochronifme du nouveau pendule devenoit 
par-là fort fufpeâ. Aufli cet inconvénient détermina-t-il les 
Artiftes à fubftituer le pendule circulaire à celui de M. 
Huyghens , après que Ton eût reconnu que les ofcillations 
dans les petits arcs de cercle étoient également ifochrones. 
Mais pour juger du mérite des inventions modernes , rela- 
tivement à la perfection du pendule circulaire > 6c à la me- 
fure du temps , il faut lire les Ouvrages des favants Horlqr 
gers qui s'en font occupés, 

Fro blême IL 

423. Soit EMD une courbe quelconque; foit E le Fig. 

V v 
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point d'où on fuppofe q'uun corps tombe en vertu d\me 
force centripète dirigée vers C & proportionnelle à une 
fon&ion quelconque des diftances que j'appelle P ; il s'agit 
de déterminer la vîteffe de ce corps en un point quelcon- 
que M , & le temps de fa defcente par Tare EM. 

Faifant CM = z & décompofant la force P fuïvànt MC 
en deux autres > 1 une normale , l'autre tangentielle > la pre- 
mière aura pout valeur d ~ ? > & cn l'ajoutant à la force 
centrifuge j,on aura la preffion totale fur la courbe. La féconde 

fera — -jT > ^ e ^ c acc ^èrera ^ c mouvement ; donc gdv^s 
— Pdzy Scgv **=gh — fP dz. Le temps fe déterminera 

parlaformukrff^ ^^ 

Exemple. 

4 ^ 4* On fuppofe que Tare EMD tSi infiniment petit , 
qu'il rencontre à angles droits Taxe CD y & que le rayon 
ofculateur en D eft a. Dans ce cas y on peut regarder 
EMD comme un arc de cercle décrit du rayon a $ ôc la 
puiffance P comme confiante , & comme exprimée par ng, 
On aura donc v=s*{b — z), défignant CE par b. Donc 

d* j/a>£fl = % Or par la nature du cercle , en pofanc 

CD =/, &DP=s*,on a*** — ##-*- (/-*-# ) a =^x; 



donc x = **7 , flc 2 a x ou i 1 = ^~r^ a i donc «x» 
Mais Iorfque 2 = £ , la quantité s doit être = D M E 
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que nous appellerons m ; donc b — 2 = *-~ (mm — s s), 

donc enfin * « -=£jj V^J^-' Et fi on prend Pin- 
l'intégrale entre les limites s =* * • . . s = o , elle deviendra 

* ==a -7 V nU+fY ® n aura ^ onc P our k tcm P 8 d'une ofcilla- 
tion entière dans Tare infiniment petit EDE* , la formule Ts» 

w y nfl-f-fr ^ r * e P enc ^ u ^ e q}à a ? OUT longueur L f Ôc 
qui eu animé par la force de la gravité £ fuivant des direc- 
tions parallèles fait fes ofcillations dans un temps exprimé 

par * j/ — . Donc dans le cas précédent la longueur du 

pendule (impie ifochrone doit être 77—7^. 

425* Si EMD étoit une ligne droite, le rayon o£ 
culateur a feroit alors infini , & la durée d'une ofciliatioa 

fur cette ligne deviendrait * V^ ou m ême * V' > 

lorfque la force centrale feroit la gravité. Il fuit delà qu'un 
corps placé fur un plan parfaitement horizontal , fur le- 
quel il n'éprouverait aucun frottement , étant très-peu 
écarté du point D par où patte la perpendiculaire menée 
du centre C, feroit des ofcillations dont chacune auroit 

pour durée -*y—. Le pendule ifochrone auroit donc 

pour longueur le rayon même de la terre ; & pour faire 
environ 17 ofcillations > il lui faudrait 12 heures entières. 

Exemple III. 

4 2 6. 1 Quel doit être le mouvement d'un pendule dans * 

Vvij 
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un milieu réfiftant , au cas qu'il ofcille entre deux cycloïdes ? 

Fi«. Soit DA =a, DK = ±a, DP = x, DM=s = 

y 2 a x ; la force de la gravité g accélérera le corps, fuivant la 

tangente , & cette accélération fera ~- ; la réfiftance du 

* 

milieu le retardera au contraire de la quantité^- ou g -£ m 
Donc </v = — dx^^j^y ou ^v — ÎL-'œs — dx == — 

'4'. Multipliant par e * , on aura * * dv -^ t * « 
^-^ * * , dont l'intégrale eft € k v = b •+• "^' * * f 



ou v = ^* 
Soit m Tare DM F $ il faudra que j = m , lorfque 






vs=o; donc 3 1 * -f- =ao;& par conféquent v =*= 

/-m 

- "* "* — — * * • La vîtefle fera la plus grande y lorf- 



que dv = o. Alors y = — par l'équation différentielle & 



/-m 



par celle-ci k* ~ (If-h mit) c k = o ; ce qui donne 

Ici le point de la plus grande vîtefle n'eft jamais > com- 
me dans le vuide , au point le plus bas D y mais elle 
a lieu un peu avant que le corps arrive en D. La hau- 
teur due à la vîtefle en D eft exprimée par la quantité 



1* A» + mJfc -r- # 

ê s • * 
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4^7* Quand le corps animé de cette vîtefle monte au 
de defcendre y alors la pefanteur fe joint à la réfiftance 
du milieu pour rallentir fon mouvement. Les deux forces 

réunies agiflent fur lui , la première avec une aâion ~ , la 

féconde avec une aûion -^ ; ce qui donne dv = — dx — 

^j- x ou Jt; + ^y = — dx. On intégrera cette formule , 

comme celle de la defcente , faifant feulement attention 
k doit, être pris négativement* L'intégrale donnera 



t; sss ht k -I — ~ 9 Mais quand s = o , v devient — — 
^1±^ ) e ~*\ Donc b « - £±"2 , S 6c la valeur de v- 

**-** (l 1 ■+-•»*) . — T- 

m M* » ■ ■ Ç ** 

Soit ml l'arc total 2> F" que le cofcps parcourt en mon- 
tant } on trouvera mt y en faifant t; = o & réfolvant l'é- 



-m f - m m' 



quationÉ — ni = (* H- wa) t * , ou(£— m')e 



(k-i-m)e k . Réduifant cette équation en férié, on aura 

-H &C B=— — -r 



* 3* ' 8 4* ~ 30 Aï * 5* 8 A» 

--p 4- ôcc ; d'où on déduit par la méthode inverfe de» 
fuites ,*»'»»»— f . ^ -*- £ .■£- — ^? . £ -+-&c 

* 

4 2 8* Cette* dernière férié eft d'un grand ufage , quand 
Ja réfiftance du milieu eft B&ftte» parce qu'alors k devient 
fort grand» D'ailleurs cette férié approche beaucoup d une 



\'¥'' 



■ » 



». 




V-^ 



♦S 



A 
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progreffion géométrique , puifque les quatre premiers ter- 
mes font déjà en progreffion ; le coefficient du quatrième 
en effet ~t * dent ^ eu du coefficient tï 9 auquel il eu 
à peu -près égal. Sommant donc cette fuite de ter- 
mes , on aura m' « * * * m . Ainfi Tare qu'un mobile par- 
court en defeendant , étant défigné par m , on aura 

" k ' J^tm P our re P r ^ enter ^ arc de k montée. Mais puifque 
cette dernière quantité eft moindre que m 5 il faut en 
conclure ce que l'expérience ne confirme que trop > fa- 
voir que dans un milieu réfiftant les corps n'ont plus , com- 
me dans le vuide , la propriété de monter à des hauteurs 
égales à celles dont ils font defeendus. 

4 2 5> • La première ofcillation par Tare m •+• m 9 étant 
faite y le mobile en commencera une féconde en def- 
eendant par Tare ni , Ôc il l'achèvera en montant par un 

arc ro" = - ,* m — ,. Subftituant * au lieu de m 1 dans 

cette dernière expreflîon , on aura /»":= -^ , Quant à la 

troifieme ofcillation > le pendule la fera en defeendant pat 
lare m" , & en montant par un arc plus petit m"' « 

tt^p - rf£r»- Donc « g énéral ' P our Ia nkmc 

ofcillation Tare de defeente fera . ; — -? > & Tare de 

montée aura pour expreflîon - £r % ^ 

x km 

Si on appelle E ce dernier arc , on aura E = ~ k + % ~ y 
ou 3 * ( m — • E) « asm E. La différence entre cet arc fie 



DE MÉCHANIQUE. 34J 

le premier arc de defeence eu donc proportionnelle au 
nombre d'ofcillations faites , foit dans le premier foit dans 
le dernier arc conjointement , ou bien le nombre des os- 
cillations eft proportionel à : -^ — — . On peut même con- 

noître par expérience la quantité k qui exprime la réfîftance , 
en mefurant le premier arc de defeente m & le dernier arc 
de montée E , pourvu que Ton compte exaûement le nom- 
bre des ofcillations. 

43 O. Pour trouver maintenant la durée d'une ofcilla- 
tion 9 on remontera à la formule trouvée ci - deflus , 






v =* — — — 9 k qui étant réduite en férié donne 

4 4 * 



% 6 k 14A* Ttok* 



• • • • 



* &c. Donc VC^) - 1 •+■ (%m +'>< m ^l 

M*'WV ; * parce quc àt =**&> on a '* v*- 

° r y^F-Tj a P 0UI ^g" 16 Arc '°/"-£ > q«i fe réduit à 
f * , lorfque j «s o. 

Le fécond terme J^Vm*» -* "/ } P eut étrc chan g é en 

celui - ci {mZ)v[^-n "*" yèfe) » lc ^ uel a P our intégrale 
la quantité a m V ~r t — V{n?<— **) , qui en fuppo- 
fantxsaso fe réduit à mj l'intégration du fécond terme 
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donnera donc ^r. Le troisième terme qui eft r-—4r^-r-K 

6 k » (»-t-')V0**-') 



a pour intégrale — 2 V^r; ^7- G£0 * "*- 2 Arc 
m»^ VXiirï^) i & ^ l on fait i = o, l'intégration don- 
nera — j •+- -.Donc enfin le temps de la defcente par Tare 
FM D eft généralement exprimé par la quantité . . • ; 

4 3 I • P° ur a voir celui de la montée , on remarquera 



«-/-m 



, r 1 *•-/* fr-i-mk ~~ï~~ 

que lorfque le cor p^ monte , v =5 — e * y 

& qu'alors ro' étant Tare entier de montée , on a 



-m nr 



( *+w) * * = (*•— tnf) e k ; donc av =k* — sk 



-s 



( it f - m 9 k ) e * y équation qui fe déduit de la formule a v 



j-m 



JfcM- sk — (k*-i-mk )e * , déjà trouvée pour la defcente , dans 
laquelle feulement on fait k négatif, & où on fubftitue ml à 
m. Donc puifque l'intégrale qui donne le temps par Tare ml 
doit être prife entre les limites j = o,J = m', il faut 
prendre k négatif fie m 1 au lieu de m dans la formule qui 
donne le temps de la defcente ; afin d'en déduire celui 

* h montée g - g + "S (? -*)] . Vj 

Et fi on ajoute ce* deux formules f on aura le temps T 
d'une ofcillation entière , par l'équation fuivante , 

4 3 2 • Si on fubftitue dans cette équation la valeur de 
W qui eft w — y . -j -H &c , c'eft-à-dire fi on met f . j au 

an 
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lieu de m — ■ m 1 % & m* au lieu de m 9x y on aura T = 

( 1 •+• ~ . p ) » • |/t * d'où l' 011 v °k <ï ue ce temps n'ex- 
cède celui que nous avons déjà trouvé pour une ofcil- 
lation dans le vuide , que d'une quantité extrêmement 

petite — p, * y — %% qui eft proportionelle au quarré de 

L'arc parcouru. 

A la n 1 "* ofcillation , l'arc de montée eft £ = 

t * m i donc la durée de cette ofcillation eft ... • 

(. j» *m % x | >ji 

Voilà donc toutes les circonstances du mouvement d'un 
pendule cycloïdal déterminées pour une ofcillation quel- 
conque faite dans un milieu peu réfiftant , tel que l'air 
par exemple ; fie tout cela peut s'appliquer au mouve- 
ment du pendule circulaire, lprfque l'étendue des vibra-* 
tions eft petite» 

Re marqu e. 

43 3* Lorsque la réfiftance des fluides eft en partie conf- 
tante 6c en partie proportionelle au quarré de lavîtefle* 
il faut dans les mouvements très-lent* ou dans les ofcilla- 
tions très-petites avoir égard à la» première partie qui peut 
devenir fenfible par rapport à la féconde. Cette confi- 
dération d'ailleurs ne rend pas le calcul plus compliqué , 
ainfi qu'il eft aifé de le voir par l'application fuivante. 

Suppofons que le point Ffoit le commencement de la Fie. 

Xx l ' h 
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defcente dans Tare FAiP ; le mobile étant arrivé en M , 

fax 

foit DP a» * , Z> Af = x,^- fera la force tangentielle 
qui réfulte de la gravité ; fie A par R on défigne la réfif- 

tance 3 on aura dv*** — dx H . Or dans ce cas /£ eff 

compofé de la partie y , proportionelte au quarré de .la vî- 
tefTe } fie d'une partie confiante y ; on aura donc dv = 

— rf# -h ^j- # **" T" > ^l uat *on *l u î donnera généralement 

la vîtefle du mobile y quelle que foit la courbe qu'il dé- 
crit dans fon mouvement. 
Si c'eft un cycloïde, a étant la longueur du pendule; 

on aura i* = a ** . oc dx = — ; donc dv — -r- = — 

— -j. Multipliant par r * L flc intégrant , il viendra ve * 



a g 



ffi 

Lorfque j=iw, vbsso^ donc be * = — A — t " 4 " 111 - ,fic 



a 



v=! i + i 2iiL(i + ^)< * .. La vîtefle du 
mobile au point le plus bas D fera due a la hauteur h •+• 



-m 



Pour appliquer ces équations au mouvement du corps , 
quand il monte, changez s fie m en — i fie — m' ; vous 

m'-/ 

aurez x/ = A 



4 



(*^îlz£5), * . Or raie 



DE MÊCHANIQUE. 347 



m' 



de mtntée m 1 fe déterminera par l'équation (h -+• _^i) e 



«A \ , — 



La méthode inverfe des fériés donnera m* =* m 

• * ■ 

*-ï)- î rC«-*.T)-(-- î r)('-»-r + 

Dans la féconde ofcillation , Tare de montée m" a 
* m . " *, =* 3 ™ ~ Taa Dans la troifieme ofcillation Tare de 

montée ni 11 = ^.T'^ ; & sn général dans la n îcnie of- 

cillâtion Tare de montée que nous pouvons repréfenter 

fera — t— ; d ou on tirera n = * ;, . ^; . 

Marquant donc bien exaâement Tare de defeente m de 
la première ofcillation , & Tare de montée M de la der- 
nière ofcillation , fi on compte fort exa&ement aufli le 
nombre total des ofcillations , on aura une première 
équation entre h fie k. Répétant une féconde fois la même 
expérience , on aura une féconde équation entre h 6c k 3 
qui combinée avec la première fervira à déterminer ces 
quantités. On pourra donc connoître par ce moyen la va- 
leur abfolue de la réfiflance de l'air , foit la partie pro- 
portionnelle au quarré de la vîtefle, foit la partie confiante. 

Exemple. 

* • 

434- Entr 'autres expériences faites avec beaucoup de 

Xxij 
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foin fur cette matière , on lit dans les Principes de Newton, 

L. II , Se£t. VI , Prop. XXXI , l'expérience fuivante. 

Un globe dont le diamètre étoit de 6 pouces f de Loch 
dres y & qui pefoit $7 onces Romaines -H ^ étoit fufpendu 
à un fil de manière qu'entre le point de fufpenfion fie le 
centre d'ofcillation ( où tout le corps étoit cenfé réuni & 
ofciller comme un point) il y avoit une diftance de 10 
pieds 7 mefure de Londres. Un nœud avoit été fait fur ce 
fil à la diftance de 1 o pieds 1 pouce du point de fufpen- 
fion ; Ce Tare décrit par ce nœud fervoit à mefurer celui 
que le centre d'ofcillation décrivoit en même temps. Pour 
cet effet on multiplioit le premier par — . 

On mit ce pendule en mouvement , de manière que Tare 
décrit par le nœud jufqu'à la verticale fut de deux pouces , 
& on le laifla ofciller jufqu'à ce qull eût perdu la huitième 
partie de fon mouvement. Il la perdit au bout de 1 <?4 o£» 
dilations , 6c le dernier arc de montée ne fût plus que de 
1 pouce-. 

Puis on écarta le nœud à une diftance double de la ver- 
ticale ; Tare qui mefuroit l'intervalle étoit donc de 4 pou- 
ces. On obferva qu'après 121 ofcillations le pendule 
avoit perdu la huitième partie de fon mouvement. Enfin 
répétant la même opération pour quelques autres diftance* 
du nœud à la verticale marquées ci-après , on trouva que 
pour faire perdre au pendule la huitième partie de fon 
mouvement > il falloit 1$ Itâffer ofciller un certain non*? 
bre de fois , marqué dans la ligne fuivante 4 



1 
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Ofcillations . . .164 . . • 121 . . • 69 • • . ssi • • • l8 r* • • 9j 
Écarts primi- 
tifs en pouces . • . 2 . ♦ • • . 4. • • . 8 . • . 16 . . • . 32 • • • 64 

Appliquons maintenant la théorie à cette expérience : 
les réfultats en font intéreflants. Puifque le premier arc de 
defcente eft m , on aura au bout d'un nombre] n d'ofcilla- 
lions le dernier arc de montée , exprimé par *™ ~ t ** * 
quantité qui deviendra égale à \ m lorfque le pendule aura 
perdu la huitième partie de fon mouvement. Ainfi on aura 
|wi=3/z(^ 1 + 6 ah). 

Soit ni un autre arc de defcente , foit n 1 le nombre d'of- 
cillations correfpondant ; on aura de même \kwl = r/ 

(lrnf*+6ah)i d'où on déduira}* (£ — fy^m'—mf 1 ), 
& par conféqueqt 

tas -y (m*~m'*) 

H — 2! # 

n'. 

Si m eft double de rnt , comme il arrive en prenant deux 
obfervations confécutives de la petite table qui précède , 
on aura k = 7m ,* >. Or ml eft Tare décrit par le centre 
d'ofcillation , & fi on veut lui fubftituer celui qui eft par- 
couru par le nœud , it n'en réfultera pour k que les ~z. 

Prenons donc les deux premières obfervations , & faifons 
m' = 2 , n « 1 21 , ri = 1 54 ; nous aurons %4 ^" = 
2^84 pouces ==223 pieds f. Ce fera la valeur de -H?** 
Prenant la féconde & la troifieme de; ces mêmes obferva- 
tions > 6c faifant m' =s»^,»'»iai, nos 69 ^ on en dé- 
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duira ~k = 22 y pieds -j ; enforte que fi on compare deux 
à deux les différents réfultats de cette expérience > on 
aura en pieds de Londres les valeurs fuivantes pour la 
quantité 777 k 

223 7 . . . 22J^ . . . 223 • . • 233 f . . . 244 

Il eft vrai que les deux dernières valeurs différent fenfi- 
blement des trois premières : mais au (fi avons - nous re- 
marqué que cette théorie ne devoit être appliquée qu aux 
ofeiliations faites dans la cycloïde ou dans de petits arcs de 
cercle. C eft pour Tune ou l'autre de ces fuppofitions que la for* 
mule M tss %m ' ~ ™ eft applicable y fie non dans les cas 
où , comme dans les deux dernières obfervations , Tare 
initial eft fi confidérable. Il eft de 32 pouces dans Tune fie 
de 64 dans l'autre. 

Si on s'en tient aux trois premières , leur accord eft 
aufli fatisfaifant qu'il puiffe être dans des expériences d'une 
telle délicateffe : fie fi on prend un milieu entre les trois 
réfultats , on aura 224 pieds pour la valeur réelle de —^ *• 
Donc 4= 233 pieds de Londres : or le pied de Londres 
eft à celui de Paris : : 8 1 1 : 864 ; donc h «= 2ip pieds de 
Paris. 

Donc le globe en queftion animé d'une vîteffe due à la 
hauteur de 219 pieds, éprouverait de la part de Pair une 
réfiftance égale à la gravité. Ce globe animé d'une telle 
vîteffe dans le premier inftant de fa chute feroit mu unifor- 
mément , parce que l'accélération de la gravité feroit égale 
fie contraire à la réfiftance du fluide* 
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4 3 5 • ^a quantité Jr qui mefure la partie principale de 
cette réfiftance , c'eft- à-dire la partie qui eft proportion* 
nelle au quarré de la vîtefle, étant ainfi déterminée, on n'aura 
plus qu'à déterminer h qui en mefure la partie confiante. 
Pour cet effet on reprendra l'équation | . — = \ «M- 6ah , 

qui donne 48 jâ = 3 £ • 14. m\ Or dans la première 

obfervation m = tt£ • * pouces , & = -j£f . 12 «224., «=3 
i<?4, a == 12(5"; donc A = 0,00759 de pouce. 

Calculant la même quantité dans la féconde expérience f 
& prenant iw = ffr • 4 1 * ==: 1 2 1 , on aura h = 0,0076? ; 
réfultat trop conforme au premier pour ne pas infpirer de la 
confiance dans la théorie qui y mené. Si on prend un mi- 
lieu , on trouvera que h =0,00761 de pouce. Or nous 
avons fuppofé que la partie confiante de la réfiftance étoit 

exprimée par ^ > donc puifque k = 233 . 12 pouces, nous 

h 
aurons -r- =■ 0,0000027. 

Ainfi la réfiftance confiante qu'éprouve le globe de la 
part de l'air n'eft à peu de chofe près que la quatre cent* 
millième partie de la gravité. Mais fut-elle plus petite en- 
core , il faudroit cependant y avoir égard dans les mou* 
vements très-lents > parce qu'elle peut alors furpafler infi- 
niment la partie de la réfiftance , qui eft proportionnelle au 
quarré de la vîtefle. 

43 6. Cette réfiftance confiante ayant lieu dans tous les 
fluides , il peut arriver que le pendule refte en équilibre > 
fans que le fil foit abfolument vertical. U fuifit pour cela *|£* 
que la. force tangentielle g fin M CD de la gravité foit 
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égale à la réfiftance — £— , & par conféquent que le finus 
de l'angle MCD foie 0,0000027 , ce qui donne 6" pour 
l'angle MCD lui-même. La ligne d'à-plomb d'un tel pen- 
dule peut donc s'éloigner de 6" de la véritable verticale. 
4 3 7. H fuit delà que le pendule reftera en repos , lorf- 
que le dernier arc de montée fera ~. Quant au nombre 
d'ofcillations qu'il doit faire pour parvenir au repos , on le 
calculera par la formule ~ = —*> " ; d'où on déduit 

auffi-tôt anh = - -— 9 ce qui donne pour la première 



* + T 



obfervation , » = 8 jtf; ypj ofcillations que le pendule doit 
faire , avant d'avoir perdu tout fon mouvement. 

Et comme la longueur de ce pendule eft de 126 pouces 
de Londres , ou de - J7'* 1 pieds de Paris > la durée d'une 
ofcillation doit être de 1 ",75)48 : ainfi fon mouvement 
durera un peu moins de 178 jours, abftraâion faite du 
frottement que le point de fufpenfîon occafionne. Il ne 
faudra cependant pas tout ce temps , pour que le mouve- 
ment devienne infenfible. 

Problème IV* 

Fig. 438* Entre deux points donnés A & B 9 décrire 

l6 * m fur un plan vertical la courbe AMB , telle qu'pn corps 

defeendant du repos le long de cettç courbe , depuis A 

jufqu'en B , parcoure l'iarc AB dans le moindre temps 

pôflible. 

Ce Problême fe réduit à trouve* la ligne dans 

laquelle 
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'laquelle l'expreflion du temps eft un Minimum. Pour la dé- 
terminer , menons par le point A une horizontale A P , & 
prenons fur la courbe deux éléments confécutifs M M! , 
MM". Soient élevées des points M, M , M 91 les perpen- 
diculaires MP', M! P' , M 11 P 11 fur la ligne AP que nous 
appellerons x , PA/ ferajf, ytfAtf fera f. 

Cela pofé , le corps étant parvenu en M doit avoir la 
même vîteffe que s'il étoit tombé de la hauteur verticale 
MP : ainfi le temps employé à parcourir lare A M fera re- 

préfenté par /~r~* H faut donc que f^— ou (împlement 

/j7~ foit un Minimum. 

Pour exprimer cette condition , fuppofons que le point 
M f varie infiniment peu dans la dire&ion horizontale ; il eft 
clair que fi Tare M M 11 fait partie de la courbe cherchée , 
le temps n'en devra pas varier pour cela. Or la feule partie 
Âe temps qui foit fufceptible de variation eft celle qui eft 
employée à parcourir les deux éléments confécutifs MM' 9 

M! M", ou -' -+- -i, # De quelque manière en effet que le 

point M! foit (hué , s'il n'y a que lui qui varie , la vîteffe 
en M 11 pour parcourir M"B fera toujours la même. 

On aura donc — *h -^4 = o ; & puifque ds* = </#*«+• 
4y* ) on trouvera quedsîds=*dxtdx>6zqucds'sds'*= 
dx'sdx'. Donc — *dx -f- ~ 9 îdx' *=* o. Mais dm -+• 
d xf étant une quantité confiante , on aura tdx'<=*-*-tdx r 

d X* d X 

& par conféquent jp^z, -- r~r =* o j ou ce qui eft la mê- 
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me chofe , à ( j^ ) = o , équation de la courbe de- 
mandée. 



Si on l'intègre , il viendra j— « — 9 ou ad x* =* 

yds* sssydx* H- ydy % ; donc d# = J(J\ > ce 3 U * ^ 
reconnoîcre aufli-tôt la cycloïde , comme on peut s'en con- 
vaincre y en changeant cette dernière équation en celle-ci , 

** - =r^ - ^r 1 ^ •+• 3T^ » dont Intégrale eft 
v(*r?r) V(*j-yj) v{*y-yy) J & 

Fio. 4 3 9 • Il ^it de l'équation d x = * * , qu'au point D 

le plus bas , l'ordonnée CD = a ; & fi on imagine un de- 
mi-cercle décrit fur le diamètre CD y on aura, en menant 
l'horizontale MQ>\es valeurs fuivames 

Par la même raifon AC=CND ; donc AC — A? ou 
CP ou MQ^CJVD — CN-hlVQ** ND -*- NQj 
ou MN *= DN y ce qui eft la propriété fi connue de la 
cycloïde. Donc la cycloïde eji la ligne de la plus vite defeente. 
Tic. 44 O. Comme les deux points A le B font donnés y il 
" 7 * ne fera pas difficile de décrire par ces deux points la courbe 
cherchée. On pourra tracer d'abord une cycloïde fur la 
bafe horizontale A L prife à volonté. Cette courbe rencon- 
trant en K la corde A B , on mènera par le point B , la li- 
gne B F parallèle k KL, & A F fera la bafe de la cycloïde 
demandée > ou ce qui eft la même chofe , A F fera égale 
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à la circonférence de fon cercle générateur. Or ce cercle 
étant une fois connu , la defcription de la cycloïde qui en 
dépend eft facile. Cette conftruâion eft fondée fur ce que 
toutes les cycloïdes font des courbes femblables ; effe&ive- 
ment il n'entre dans leur équation d'autre confiante que 
le diamètre du cercle générateur. 

Tous les Géomètres du premier rang s'occupèrent au 
commencement de ce fiecle du problême de la ligne de la 
plus vite defcente , & ils trouvèrent tous pour réfultat un 
arc de cycloïde. Delà vient le nom de Courbes BrachiJI*- 
chrones pour défigner généralement celles qui ont la pro- 

* 

priété d'être fuivant les différents cas , lignes de la plus 
vite defcente. Mais pour traiter cette matière avec plus de 
généralité , nous ajouterons le problême fuivant. 

Problême V. 

44 !• Quelles que foient les puiflances qui follicitent 
un corps fur un plan donné , trouver la ligne de la plus 
vite defcente d'un point à un autre. 

Ayant réduit toutes ces puiflances à deux , l'une fuivant f*g. 
PM , l'autre parallèle à A? , foitTla première , X la fe- l6u 
conde , v la hauteur due à la viteffe en M. On aura pour 
exprimer le temps de la defcente par MM! M' > la quantité 

— ■+• —, dont la différentielle doit être égale à zéro. Or 
dans cette différenciation , tout ce qui dépend du point M! eft 

variable : ainfi on a — -f* -t4 *tt~, = o. 

Et fi on fuppofe que la fluxion du point M fe fait ho- 

Yyij 
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rizontalement , on aura fdy = o . . • tds e= jj S dx . ; » * 

«•-£«1*— £ „»,.Donc(£- v - j&)M«- 
li— ^-«as o ; ou ce qui eft la même chofe, d (jjjrj) f àx ■+• 

Or ——j — - ètznt la force tangentielie , ona^iv« 
X^x-h?^ . . . gdv'= X'dx'+Y'dy. Changeant 
dans celle-ci d en l > on aura gtv' = X 1 ï #' -4- Y'iyf « 
X'tdx. Donc trf wss — Sdx, U l'équation de la eourbe 

fera rf (î7^)- 1 -^= =0 i dan8la< l uellefiaulieu(le ^(^) 

i , /dx\ dxdv j Sdx\_* 

on met — d ( r J -^^, on aura 2V rf (j-,)"*-... 
'x**—gi*iv ^ . & fobftituant à ^u fa valeur Xdx 

gai ° 

y^, il viendra 2 v^ (^) ^ ^T™''* = o , ou.. 



/dx 
Tdx — Xdy 



<J/ — a£ v . — j-— . Mais le rayon ofculateur R 



-U—i donc Yi '2 Xiy =» 4^. D'où il fuit que la ligne de 

la plus vite defccnte eft celle fur laquelle la force centrifuge eft 
égale à la force normale ; enforte que la prejfton totale fur la 
courbe eft double de F une ou de f autre de ces forces. 

4 4 2 • Cette , dernière conclufîon eft le Théorème que 
M. Euler propofe dans fa Méchanique , pour la recherche 
générale des Brachiftochrones. Mais cette propriété ne s'é- 
tend pas aux milieux réfiftants , parce que la vîteffe en M" 
pour parcourir l'arc M"B n'eft plus la même, quelle que 
foit la variation du point M!. Il faut donc calculer Taugmen-: 
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tatîon du temps par tout Tare M M! M h '-+■ * M n B , ce qui 
rend cette recherche beaucoup plus difficile. 

Ainfi pour déduire de cette folution générale celle du 
cas précédent , il faut fuppofer X = o & Y = g ; ce qui 

donne»,-, ,*£-»- ï<fL Donc g- i (£) 

: £}&en intégrant^ I>»I^ + t^, ^y^'-JF* 
d'où Ton tire aufli-tôt • dx = -™ ■ , comme nous l'avions 
déjà trouvé (438), ] 



SECTION III. 

Du Mouvement dis Corps qui agissent les UNS; 

SUR LES AUTRES D*UNE MANIERE QUELCONQUE. 



JL/ans les deux. premières Serions de la Dynamique 4 
nous avons fuppofé que les mobiles étoient des points ifo- 
lés qui pouvoient obéir librement à toute forte de pui£- 
fances. Maintenant nous allons nous occuper à déterminer 
leur mouvement , en fuppofant qu'ils agiffent les uns fur les 
autres, foit parla collifion , foit par les liens qui les 
unifient. 

A R T I C L E I. 

Du Mouvement des Corps quife choquent. 
443* Quoiqu'on ne connoiffe pas de corps parfaite* 
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ment dur \ ni de corps parfaitement élaftique 5 on eft obligé 
cependant d'en fuppofer l'exiftence , pour établir une théorie 
générale des loix du mouvement , dans le cas du choc 
Audi ne doit-on compter que fur des approximations pljus 
ou moins grandes , dans l'application de ces loix , fuivant 
que les corps approchent plus ou moins d'une dureté ou 
d'une élafticité parfaite. 

Pour qu'ils fuflent parfaitement durs , il faudrait qu'au- 
cune efpece de choc ne pût les comprimer , ni altérer en 
rien leur figure. Pour qu'un corps fût parfaitement éiafti- 
que y il faudrait qu'à l'inftant même où la compreffion cefle y 
l'élafticité le rétablît dans fon premier état. Mais encore 
une fois on ne connoît aucun corps d'un volume fini qui 
aye l'une ou l'autre de ces propriétés. Le diamant eft très- 
dur y l'ivoire eft très-élaftique $ ce ne font pourtant-là que des 
modèles imparfaits. 

Quoi qu'il en foit , après avoir pofé le principe que M. 
d'Àlembert a donné dans fon Traité de Dynamique , pour 
déterminer le mouvement de plufîeurs corps qui agiffent d'une 
manière quelconque les uns furies autres > nous l'appliquerons 
au choc des corps & au mouvement du centre de gravité de 
leur fyftême. 

444. Soient A , B, C ficc les particules d'un fyftême 
quelconque, auxquelles on imprime refpe&ivement les 
mouvements a>b ,c &c. Comme ces particules ne font pas 
libres , fuppofons qu'elles changent les mouvements reçus 
en d'autres a, b, c ôcc. On pourra concevoir que les 
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mouvements imprimés a > b, c &c font compofés chacun 
de deux autres mouvements , Pun a , ou b , ou c , &c que 
chaque particule aura pris d'elle-même , l'autre *, ou C, ou 

* &c. Les premiers de ces mouvements a , b , c &c ont 
leur entier effet , fans que la liaifon du fyftême puiffe les 
troubler en rien ; car telle eft la fuppofition. Les autres 
« y C , k &c n'ayant point altéré les premiers y doivent s'ê- 
tre détruits mutuellement. Ils font donc combinés de ma- 
nière à laifler tout le fyftême en équilibre , fi les particules 
n'étoient pas animées d'autres mouvements. Et delà re- 
faite le principe fuivant pour trouver le mouvement de 
plufieurs corps qui agiffent les uns fur les autres. 

Principe fondamental. 

Si on décompoje les mouvements a, b y c &c imprimés à diffé- 
rentes parties d'un mêmejyfiême y chacun en deux autres a , * ; b, 
C; c, * &c , tels quen ne donnant à ces corps que les mou- 
vements a , b , c y ficc > ils les eujfent confervés y fans fe nuire 

m 

mutuellement , & quen ne leur imprimant que les mouvements 

* > * 3 * y & c 9 tout k Jyflbne fût refié en repos , alors on aura 
a , b , c pour les mouvements que ces corps prendront en vertu 
de l'a&ion réciproque qu'ils exercent les uns fur les autres. 

4 4 5 • Ce principe également ûmple & fécond > s'étend 
à toutes les théories que nous allons développer , en com- 
mençant par les loix du choc des corps durs. Nous fup- 
pofons que les centres de gravité de deux corps qui fe cho- 
quent ; fe meuvent fur la même ligne , & que le plan qui 
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touche leurs furfaces au point où ils fe rencontrent eft per- 
pendiculaire à la direâion de leur mouvement. Cette dou- 
ble fuppofîtion entraîne un choc toujours direâ, & exclud 
par conséquent tout mouvement de rotation. 

44^* Cela pofé y foient deux corps durs M Se m mus 
dans le même fens avec des vîteffes V & v qui par le 
rhoc fe changent en « & «'. On pourra , fuivant le principe 
fondamental , confidérer à l'inftant du choc les corps M & m 
comme animés des vîteffes u 6c »' qu'ils conferveront après 
le choc , & des vîteffes V — u , v — «'qui feront dé- 
truites. Or les vîteffes u & vl ne doivent pas fe nuire ré- 
ciproquement , fuivant le même principe ; elles font donc 
égales , puifque le corps qui choque n'a d'aûion fur le corps 
choqué que jufqu'au moment où leurs vîteffes font égales. 
On a donc u=*uf. 

On a aufli un parfait équilibre entre le corps M animé 
de la vîteffe V -— u & le corps m animé de la vfceff* 
u 9 — v en fens contraire. Donc M ( V — u) = m (u — v) f 

. , MK-4-wv 

ce qui donne u = —rn . 

447* Cette formule fait voir que la vîteffe commune 
aux deux mobiles après le choc ^fe trouve en divifant pat la 
fomme de leurs majjes la fomme des quantités de mouvement 
qu'ils avoient avant le choc. 

Il fuit delà que dans Phypothefe préfente là fomme des 
quantités de mouvement eft la même avant & après le 
choc. L'un gagne par la coilifion , ce que l'autre a perdu 
par l'inertie, 

Si 
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Si les deux mobiles alloient en fens contraires, on feroit v 
négatif dans la formule précédente , & on auroit alors =» 
—j^~ ; c'eft-à-dire que pour connoître la vîtefle com- 
mune après le choc , il faudroit divifer par la fomme des 
mafles la différence des quantités de mouvement avant le 
choc. 

Et fi Pun des deux corps , m par exemple , écoit en 
repos , on auroit v = o , ce qui .donnerait u = ^ . D'où 
il fuit qu'il y aura toujours communication de mouvement ,- 
quelques petites que foient la vîtefle 6c la mafle du corps 
choquant. Ainfi la moindre force finie peut vaincre la force 
d'inertie de la plus grande mafle. 

Pour donner un exemple de ces formules , foient deux 
corps durs dont l'un M pefe s livres , & l'autre m en pefe 3, 
mus dans le même fens avec des vîtefles refpe&ives qui fat 
fent parcourir 9 pieds par féconde au premier > & 1 pied 
par féconde au dernier. On aura > en fubftituant ces valeurs , 
u = * * 9 *** * ' ' = 6 ; c'eft-à-dire que les deux mobiles 
auront après le choc une vîtefle de 6 pieds par féconde. 
Elle n'eût été que de j pieds 7 , fi leur mouvement avoit 
été en fens contraires ; & fi le corps m eût été en repos , elle 
eût fuffi pour leur faire parcourir y pieds { après la 
collifion. 

44 8 • Si les deux mobiles M &cm font élaftiques , ils 
fe comprimeront d'abord l'un l'autre , jufqu'à ce que leurs 
centres de gravité & le point de contaft ayent une égale 
vîtefle que nous défignerons par u. Mais auffi-tôt que 

Zz 
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la compreflion n'aura plus lieu , les deux corps fe fer- 
vironc mutuellement d'appui inébranlable , fie leur reffort 
déployant alors des forces égales à celles du choc , im- 
primera aux deux mobiles la même quantité de mouvement 
avec laquelle ils ont été comprimés. En vertu de cette 
réaSion, les deux mobiles tendront à s'écarter l'un de 
l'autre. 

Donc s'ils fe meuvent dans le même fens , auquel cas 

on a h = M + nT > ^ a f° rce avec laquelle le corps choquant 
comprmera le corps choqué étant exprimée par M (f^—u) , 
cette force lui fera reftituée en fens contraire par l'élafticité. 
Il n'aura donc après le choc que la vîtefle u diminuée de 
V — h y c'eft-à-dire la vîtefle 2 u — V. 

Le corps choqué gagnant au contraire par la compreflîon 
la vîtefle u — v , 6c l'élafticité lui donnant la même vîtefle 
dans le même fens , il doit fe mouvoir après le choc avec 
une vîtefle u augmentée de « — v , qui fe réduit à 2 u — v. 
Pour trouver donc la vîtefle de chacun de ces deux corps 
après le choc , il faut retrancher leur vîtefle primitive du 
double de la vîtefle h qu'ils auroient eue comme corps durs. 

Si on les fuppofoit mus en fens contraires , on au r oit 
(en prenant toujours M V pour la plus grande quantité de 
mouvement ) u = — ~ mv > & la vîtefle du corps M après 
le* choc feroit à l'ordinaire 20 — • A% pendant que celle du 
corps m feroit a»+v,ce qui fe déduit aufïï du cas pré- 
cédent, en faifaht v négatif. 

449- Appelions V[ la vîtefle de M après le choc, ôc 
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v 1 celle de m, & nous aurons en fuppofant que les deux 
corps vont dans le mêmefens, 

jr t %MV-i-zmv y*> (M — m) V -J- * m v 

Al -H m Ai4-m 

ce qui fait voir que la fomme des quantités de mouvement 
eft la même , foit avant foit après le choc. Mais fi les deux 
mobiles alloient en fens contraires , on auroit pareillement 

T/ l x MV- imv . r/ ^_ (M~m )V - imv 

ÀH-ro "~" * M -h m 

\MV-xmv . (M-m) v + iMV 

V =s ■ -f* V = • 

4$0. Dans les deux cas on aura l'équation M V % -f* 
mv* = MV t% -+-mx/\ Or le produit de la maffe d'un 
corps par le quarré de fa vîteffe , étant appelle par 
Leibnitz la force vive de ce corps , on peut dire en 
ce fens' que dans le choc des corps élaftiques , la fomme 
des forces vives eft la même avant & après le choc. On 
peut donc regarder les loix du choc des corps élaftiques 
comme renfermées dans ces deux équations fort fimples 

MV*+ mv % = Alf-h mv n ... MF+ m v*=MV 9 -^m v'. 
D'où on déduit un|p équation encore plus fimple , V-\-V 

-h v -+■ v 9 . 

Si on fuppofe que le corps choqué m eft en repos , 6c 
que fa maffe eft égaie à celle du corps M , on a Af= m 
& v = o ; ce qui donne V* = o , ècv'= P. Le corps 
choquant reftera donc en repos , pendant que le corps cho- 
qué aura toute la vîteffe du corps M ; 6c ' c eft auffi ce 

Zzij 
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qu'une expérience journalière vérifie , toutes les fois qu'une 
bille de billard frappe une autre bille bien pleine. 

45 !• Si on fuppofe plu fleurs corps élaftiqueô, égaux, 
contigus les uns aux autres > qui ayent tous leur centre fur 
une même ligne , alors le mouvement imprimé au premier 
de ces corps pafle dans Pinftanc même au dernier, par 
l'entremife de ceux qui les féparent ; & pendant que ce* 
lui-ci feul fe meut avec la vîtefle imprimée , les autres 
relient immobiles. 

Mais fi on faifoit mouvoir les deux premiers enfemble , 
alors les deux derniers feuls fe décacheroient de la file avec 
la même vîtefle que les premiers avoient avant le tfioc La 
' raifon en eft que le fécond corps frappant d'abord le troi* 
fieme > lui communique fa vîtefTe qui pafle aufli-tôt au der- 
nier , & qui fe détache des autres : mais comme en tranf- 
mettant fa vîtefle au troifieme, le fécond fe comprime des 
deux côtés , il fe fépare un moment du premier qui vient 
enfuite produire le même effet que le fécond , en déta- 
chant l'avant-dernier. En général , il y a autant de corps 
qui fe détachent de ceux qui les précèdent, qu'il y a de 
corps pouffes enfemble contre la file des autres. 

Si deux corps élaftiques M & m fe meuvent en fens 
contraires , l'un M avec une vîtefle de 7 pieds par féconde, 
l'autre m avec une vîtefle de 3 pieds & une mafle triple 
de M 9 on aura m == jAf , V ' = 7 , v = 3 ; & fubftituant 
ces, valeurs dans la formule du fécond cas, on trouvera P*** 
— 8 &î/=:2, Ges deux mobiles retourneront donc fur 
leurs pas avec des vîtefles refpe&ives de 8 & de 2 pieds 
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"par féconde. On peut voir d'autres applications dans 

,'sGravefande, Phyfices Elément a Mathern.L. IL Cap. VI. 

Nous n'avons fuppofé de choc jufqu'ici qu'entre deux 

corps feulement; s'il y en avoit plufieurs à la fois, le 

problême fuivant feroit connoître la manière de déterminer 

leur mouvement. 

Problème. 

4 5 2 • Etant donné un corps (phérique C mû fuivant f 
la ligne CJavec la vîtefle CD = V > lequel rencontre à la 
fois les deux corps en repos A & B , on demande les vi- 
te/Tes de ces trois corps , & la direâion de C après le 
choc. 

Soit CE K la direâion du corps C après le choc ; foit 
CE h vîtefle qu'il aura dans cette nouvelle direâion. On 
décompofera la vîtefle primitive CD en deux autres dont 
une CE qui aura fon effet , & une autre CE qui fera détruite. 
Or la vîtefle CE ne devant pas nuire à celles que prendront 
les deux corps A & B , fi on mené les perpendiculaires 
EG , EH fur les rayons CA y CB , il eft clair que CG 
ïepiéfentera la vîtefle du point de contaâ A fuivant CA 
& par conféquent celle du corps A : on aura de même CH 
pour exprimer la vîtefle du corps B. On peut donc à l'inf- 
tant du choc confidérer les corps C y A 9 B , comme étant 
animés refpeûivement des vîtefles CE , CG , CH qu'ils 
conferveront fans fe nuire , & des vîtefles CF, — CG , 
*— CH avec lefquelles ils doivent fe faire équilibre. 
Soit l'angle A CI oui'arc ^I«*, l'arc B1~C } Farc 
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KI = P> DC=* V, CE =V'\ on aura CG =* V ccf 
(* — - *) , & CH=* y cof\€-*-ç). Mais puifque les forcei 
C. CF, A .CG, B.CH dirigées fuivant CF, AC, BC 
fe font équilibre , fi on les décompofe chacune en deux autres 
fuivant CD & perpendiculairement à CD, lafommedes 
premières & celle des dernières doivent fe réduire à zéro. 
On aura donc les équations fuivantes 

CXF. co/FCD—B . CU . cofBCl—A. CG . co/AÇI*=o 
C. CF. fin FCD —B.CH.fin BCI-h A. C G. fin ACl^o. 

Or CF . co/FCD ^CD — CE cofIC K =» T— A" <•*/> ; 
&CF . fin TCD = C E fin ICK = V fin ç\ donc en fub- 
ftituant ces valeurs on aura , 

CiV-V 1 cof*) —Bf'cofC cof\C + Ù—AV cof* cof(* - p ) = » 
Cf" fin*~BV k fmCcof{C-h-9)-i-Ar é fin *coJ (*-*)=o. 



La dernière donne Cyî/i <p — B^w C (co/C cofp — fine fin 9) 
-\-Afin&( cof* cofp -h fin *fin 9 ) = o ; & par conféquent 

\BfmiÇ—\Afin zm 

ttng 9 C -h/i>i C -+- Afin* m # 

On connoîcra donc la direâion que le corps C doit fuivre 
après le choc. Pour connoître fa vîtefle , on déduira la va- 
leur de V 1 ue la première équation qui donne 

cv 



~~ Ccoff + BcofCcof(C-t-f) -hJcofmcof(* — $)* 

Quant à la vîtefle du corps A fuivant CA , elle eft 
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Et celle du corps B fuivant CB cft ^/(C+jJsa 

CC cof g-f-C Afin *fn ( *+ g ) 
C(A+B+C +AB fin x X^V 

Quel que'foit le nombre des corps on pourra toujours ré- 
foudre le problème d'une manière femblable. 

Du Mouvement du centre de gravité commun de 

plujieurs Corps. 

45 3* On a vu dans la Statique que fi les diverfes parties 
d'un fyftême font parfaitement libres , les mouvements que 
Ton imprime à chacune en particulier fe tranfmettent tous 
au centre de gravité , fuivant des directions parallèles , d'où 
on a conclu que ce centre devoit fe mouvoir , comme fi 
toutes les puiffances lui étoient immédiatement appliquées. 
Nous allons prouver maintenant que la même chofe a lieu, 
quand toutes les parties du- fyftême font liées entr'elles , de 
manière cependant que le fyftême foit libre , ou qu'il ne 
fetit pas aflujetti à fe mouvoir autour d'un point fixe. 

Les mouvements a, b , c &c , que les parties du fyftê- 
me doivent prendre , peuvent fe décompofer en deux > 
favoir les mouvements imprimés a , b , c &c, & les mouve- 
ments détruits — *>, — £> — * &c. A raifon de ces der- 
niers, il doit y avoir équilibre; donc le centre de gra- 
vité n'en peut être affe&é ; & par conféquent la route que 
ce centre doit fuivre en vertu des mouvemens a , b , g 
que les parties du fyftême ont pris par leur a&ion mutuelle , 
doit être précifément la même que celle çju'il auroit fuivie 
en vertu des mouvements a, b , c que ces parties auroient 
eu , û elles euflent été libres. 
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4 5 4* H fi"* delà que l'état de mouvement ou de repos du 
centre de gravité commun de plujieurs corps ne change point par 
ïatfion mutuelle de ces mêmes corps , pourvu que le Jy fié me f oit libre. 
Fjg. Si un corps quelconque M reçoit une impulfion fuivant 
une droite AB qui ne patte pas par fon centre de gravité G, 
ce centre fe mouvra , comme fi la puiflance A B lui étoit 
appliquée fuivant une direction parallèle GD ; il refteroit 
donc en repos , fi on lui appliquoit en fens contraire une 
puiflance G D f égale a AB. Cependant les deux puiflances 
G D f & A B quoiqu'égales , ne font pas directement op- 
poses 9 & ne peuvent par conféquent pas fe détruire. D ail* 
leurs le point G étant en repos , le feul mouvement que 
puifle prendre le corps , eft un mouvement de rotatioa 
autour de ce point. 

4 J 5 • Donc fi un corps quelconque eft follicité par det 
puiflances dont les direûions ne paflent pas par fon centré 
de gravité > on doit conclure i° , que ce centre fera mû 
comme fi toutes ces puiflances lui étoient appliquées fui- 
vant des directions parallèles. 2° > Que les autres parties 
du corps tourneront autour du centre de gravité , comme 
elles l'auroient fait en vertu des mêmes puiflances, fi ce 
point eût été abfolument fixe. 

456* Le mouvement du centre de gravité s'appelle le 
Mouvement progrejftf ; & comme il eft commun à toutes 
les parties du corps > de quelque manière qu'il fe meuve / 
on pourra toujours regarder le mouvement de chaque par- 
tie; comme compofé de deux autres, l'un progreffif, le 

même 
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même pour toutes les parties , égal 6c parallèle à celui du 
centre de gravité , l'autre de rotation autour de ce centre. 
Or le mouvement progreffif étant celui que prend un 
point follicité par des puifTances quelconques , peut fe 
déterminer par les principes expofés dans la première Partie. 
Refte donc que pour trouver le mouvement d'un corps , 
il faut encore déterminer fon mouvement de rotation autour du 
centre de gravité. Nous en donnerons bientôt la méthode. 

Autre application du Principe général au mouvement 

qui fe fait dans les Machines. 

457» Comme l'a&ion réciproque que plusieurs corps 
liés entr'eux exercent les uns fur les autres , fe fait princi- 
palement remarquer dans les machines , il importe d'en con- 
noître les effets. Soit donc propofé d'abord de déterminer 
le mouvement de deux corps M & m attachés à un fil Fig. 
M Cm qui paffe par-deffus la poulie C, 

J'appelle p la force accélératrice du corps M, ôc je re- 
marque que cette force feroit la gravité g toute entière , 
fi le corps m n'agiflbit pas fur le corps M : la force accélé- 
ratrice de m fera auffi la quantité/? , mais fon a&ion fe fera 
en fens contraire fuivant la direction ma. Ainfi on peut 
regarder le corps M comme animé de la force accélératrice 
p qu'il confervera , & de fa force g-~p qui fera détruite. 
Le corps m peut être confidéré pareillement comme animé 
fuivant ma de h force-/? qu'il confervera , 6c de la force 
Ç-irp qui fera détruite, ' 

A aa 
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Cela pofé, les deux mobiles animés feulement des forces 
accélératrices ou des vîteflesg — p &£■+-/> devant fe faite 
équilibre , on aura par la propriété de la poulie , M (g — p) =* 

m {g-)rp) y & par conféquent p = jf~ g ï ce 9 U * dé- 
termine la force accélératrice des deux corps. Mais cette 
force étant confiante , il s'enfuit qu'ils font mus l'un & l'autre 
d'un mouvement uniformément accéléré, lavîtefle au bout du 
temps f étant --^-^ t > & l'efpace parcouru étant ~ m -tÇ* 1 * 
458* Si on fuppofe que le fil MAC a m eft uniformé- 
ment pefant , alors le mouvement deviendra très-différent. 
Pour le déterminer , foit A M= x , a m— a — x , & la 
pefanteur fpécifique du fii=/ Le poids de la partie A M 
fera fx , celui de la partie a m fera/ (a — x). Donc la force 
accélératrice du corps M aura pour expreflion 

Af — m-|-/ jr — f(a — x) M- w ^ /a +l / y 

Et fi pour abréger , on fait £="-=£ = * , zr^ZT. = € > 
cette jnême force fera exprimée par (* -+- c *)g* Appellant 
donc» la vitefle , on aura l'équation udu =gdx (*-+-£*), 
dont l'intégrale eft uu=g (C*x+2*#); & puifque je 
n'ajoute pas de confiante y je fuppofe tacitement que l'ori- 
gine des x eft prife , non au point A 3 mais au point D où 
le mouvement a commencé* La vîteffe étant ainfi détermi- 
née , il faut chercher le temps employé à parcourir l'ef- 
face x. On le trouvera en intégrant l'équation d i \fg =» 

là v 

V(fa^w«) > ** d0nDe 



\ 



déduira p = 4 jj'^ g* Le mouvement des deux corps fera 
donc uniformément accéléré. 

La force accélératrice de m fera * M \Z m g> & & quantité 
de mouvement au bout d'un temps quelconque t aura pour 
valeur * ■■ ^ mm g^ Si on propofoit donc de trouver le 
rapport entre M & m pour que la quantité de mouvement 
communiquée à m fût la plus grande qu'il eft poflïble , il 
faudroit faire enforte que - — —^ — fût un Maximum. Dif- 
férentiant alors cette expreffion en faifant varier m , on aura 
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459* Maintenant confîdérons le mouvement d'un corps Fig. 
M qui en feroit monter unautre m attaché à la poulie mo- 
bile B , par le moyen de la poulie fixe A > les trois cordons 
étant parallèles. 

Soit p la force accélératrice de M , 7 p fera celle de m. 
On pourra donc concevoir les corps M & m comme ani- 
més des forces accélératrices p & — \ p qu'ils conferve- 
ront, & des forces £ — p > £-+-ï/Javec lefquelles ils 
doivent fe faire équilibre. Donc par la propriété des pou- 
lies mobiles on aura 2 M {g — p) = m{g-+-Tp)> d'où on 



zMrn — mm = (4M-*-m) {*M—%m) y ou 8 M % — 
S Mm — m* =sa o. Ainfi le rapport cherché ~ = — 4 -+• 
y 24. = t^ à peu-près. 

460. Soit propofé enfuite dt déterminer le mouvement FlG# 
d'un poids M appliqué à la roue ABC d'un treuil , & en- 
traînant le poids m appliqué au cylindre ce a. 

J'appelle R le rayon de la roue > r celui du cylindre , & 
p la force accélératrice de M ; ~ fera celle de m. Cela pofé , 

A aaij 
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en fuivant toujours le principe général , je regarde les 
poids M , m comme animés des forces accélératrices p , — 
*£ qu'ils conferveront , & des forces £•— p, g -+- ^ qui 
feront détruites. Les moments de celles-ci devant être 
égaux, on aura MR (g — p)=smr (g"+" jf) î d'où ré- 



fuite p s= — — — r Rç. Àinfi le mouvement de ces deux 
poids fera uniformément accéléré, La vîteffe du corps M au 
bout du temps t eft u = ^^^ £ ' > & Tefpace par- 
couru = M*~ * m F * "^ ** # ^ ^ °^ air ^ U ^ n ^ aur °^ P a$ 

de mouvement , fi on avoit MR=* mr ; c'eft aufli la con- 
dition de l'équilibre ; & fi MR<^mr 9 le poids M monteroit 
au lieu de defcendre , comme cela eft encore évident, 
La vîteffe du poids m fera pareillement -— gt, & 

l'efpace qu'il parcourra en montant fera •— [ ~~2" * i? 1 ** ^ 
on propofe donc de trouver le rapport qu'il doit y avoir en- 
tre R & r , pour que le poids m foit élevé le plus prompte- 

ment qu'il eft poflible , il faudra faire enforte que r ^^; 
foit un Maximum. On différenciera cette quantité en faifant 
varier — ou Amplement R, & on aura (Af jR r— - mr*) 2MR=* 
(M R*-\-mr % ) M r , ou MR r — 2mrR=*mr 2 ; ce qui 

donne pour le rapport cherché , — = — H-V^C^F "*"* """)•• 
Par exemple , fi m : M : : 144. : 2$ > on trouvera /J = 1 2 r ; 
c eft- à- dire que pour élever le poids m le plus prompte- 
ment qu'il eft poflible , dans ce cas-là > il faut que le rayon 
de la roue foie douze fois plus grand que celui du cylindre. 
4 6 1 . Mais fi on fuppofe que le poids M parcourt un 
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efpace limité , & fi on demande le rapport des rayons R & r tel 
que le poids m parcoure le plus grand efpace poffible 
dans le moindre temps , il faudra que cet efpace divifé par 

t > ou z f -"'^ > .7g t foit un Maximum. Or dans la fuppofition 

préfente Pefpace parcouru par le poids M , ou M ^, _ x . \g t* 

eft donné : ainfî t eft proportionnel à V ( • ^""^ ) ; & pat 

conféquent ( M ~ srï ^ 7 r > K( ^z^f, j - Max. ainfi que 

=/LnT— "fi* Cette dernière expreffion étant difFérentiée en 

faifant varier K ou r ou ~ , on parviendra également à 

Féquation cubique m % r* -+- 3 m M R 1 r «= 2 Af* A 5 qui n a 
qu'une racine réelle dont la valeur eft 

A K Lw 1 w W «i/J r U m Y \m x >m) S 

Enforte que fi m : M: : 21^7 : 400 9 ou fi — = S>49 2 S > on 
trouvera — = 8,4; ; ou R : r : : itfp : 20. 

462. Confidérons à préfent le mouvement d'un corps Fio, 
M qui à l'aide d'un fil MDm paflant par-defliis la poulie 17i< 
fixe D , entraînerait le corps m pofé fur le plan incliné 
AC, que nous fuppoferons parallèle au cordon Dm. 

Soit £ l'angle A CB , ou l'inclinaifon du plan avec l'ho- 
rizon ; foit p la force accélératrice du poids M. Cette force 
fera la même pour m , & on pourra regarder les corps M y 
m comme animés des forces accélératrices^ , & — p qui fub- 
fifteront , & des forces accélératrices £ — p } & g fin C H-/> qui 
feront détruites. 
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Comme ces dernières forces s'exercent fuivant D M & 
Dm y les quantités de mouvement qui en réfultent doivent 
être égales. Ainfi M (g — p) = m {gfinC^rp) ; & par 

conféquent p = ~TC"m S* D'où on inférera que le mou- 
vement des deux corps M & m eft uniformément accéléré. 
La vîtefle au bout du temps t fera ^T\^ ' gt y & Tefpace 

parcouru aura pour valeur -jf—— • 7 g'*- La quantité de 

i É Mm — m x JînS ., r 

mouvement du corps m étant — — — ^ — gt , il faut pour 
qu'elle foit un Maximum y que — =— i •+■ \f (rf-***- i\ 

Article II. 

jDj/ Mouvement de plujieurs Corps conjîdérés comme 
des points qui Je tiennent par des fils ou des verges 

inflexibles. 

Problême I. 

Fi g. 4 6 3 • Deux corps M&cJV étant attachés enfemble par un 
,74, fil inextenfible MN ou par une verge fans mafTe , déter- 
miner leur mouvement. 

Soient m M & n N les éléments que -viennent dé dé~ 
crire les corps M ai N dans l'inftant dt\ s'ils étoient li- 
bres , ils décriraient dans l'inftant fuivant les éléments Mm* , 
Nn! égaux aux précédents & dans la même direction. Sup» 
pofons donc qu'en vertu de leur aûion mutuelle , ils par- 
viennent l'un en a* , l'autre en r , on pourra fuppofer que 
les mouvements Mwf & Nn' que les corps auroient s'il» 
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étoient libres , font décompofés chacun en deux autres, l'un 
M^ & N* qu'ils conferveront , l'autre Mm & iVn qui Fera 
détruit. Il faut pour cela que Mm & jVn foient fitués dans 
la dire&ion de M JV > & que M. A\m = N ♦ Nn. 

Rapportons maintenant lesdeux trajectoires à Taxe dPQ 9 
& fuppofons /*? = *, PM=y, MN=a> AQ = x', 
NQ=y'. La force accélératrice du corps M fuivant mM* 
qui réfulte de Taâion du corps N , étant appellée <p , celle 
du corps N qui réfulte de l'action du corps M fuivant n N 

*s . , <p * Af 

fera exprimée par -jj-« 

Cela pofé , la force * fe décompofe en deux , Tune pa- 

Œ ( x 1 — x ^ 

rallele à A? , & fa valeur eft ±- K , l'autre fuivant 

M? , & celle-ci eft ^ . On aura donc pour le corps M 9 

les deux équations fuivantes , 

On aura de même pour le corps. W 

D'où on déduit 

ce qui donne en intégrant , 



dt dt dt dt 

Il fuit de ces deux intégrales que le mouvement du centre 
de gravité eft uniforme & re&ilîgne ; ce qui s'accorde zyec 
lç principe démoûtré ci-deffus , que l'état du centre de gra~ 
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vice ne change point par l'aâion mutuelle des parties du 

fyftême. 

Pendant que le centre de gravité fe meut uniformément 
& en ligne droite , les corps M ai m décrivent néceffaire- 
ment autour de lui des circonférences de cercle , & ils les 
décrivent uniformément , comme il eft facile de le dé* 
montrer par ce qui a été dit dans le calcul des attrapions* 
On voit évidemment d'ailleurs qu'aucune force accéléra- 
trice perpendiculaire à MN nexiftant dans le fyftême , la 
vîtefle angulaire autour de G ne peut être altérée. 

Nous remarquerons en paflant , que des quatre équations 
précédentes on peut déduire celle-ci , 

d$ \itj* d$ \dtj* d$ KdtJ^ dt \dtj 

dont l'intégrale eft M . £ % -+- N ' — = M f % -±NV'\ en 
appellant V & V les vîtefles initiales de M & de N ; d'où 
il fuit que lafomme des forces vives refte toujours la même. 

Problême IL 

f, 1 ?' 4^4* Les mêmes çhofes étant pofées que dans le pro- 
blême qui précède > & fuppofant de plus que les corps Mac 
A^ font fournis à l'action d une force accélératrice cons- 
tante , comme la gravité £, fuivant les ordonnées M,P > Agj 
déterminer le mouvement de ces corps. 

Les forces accélératrices fuivant PM & NQ étant di* 
jninuées de la quantité g K on aura les quatre équation* 
du mouvement 
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ti ( ^<t)...t-' ) i,- J i,=i(!!) 

*" -S -.-'(50 •••*? •"?-♦**— O 



Et on en déduira d'abord *Wd (/;)+^^(t;) — °* Ainfi le 
mouvement horizontal du centre de gravité eft toujours 

uniforme. On aura enfuite M à Q-) -\+N d Ç£j =* — g à t 

{M -h A T ). Or (^ ^ ^f) :(M+N) étant la vîtefle 

verticale du centre de gravité , on aura en appellant v 
cette vîtefle , dv « — #<ir. D'où il fuit que le centre de 
gravité fe meut précifément comme un point libre, Ôc 
qu'il décrit par coûféquent une parabole 5 pendant que les 
deux corps M & N décrivent autour de lui des circonfé- 
rences de cercle d'un mouvement uniforme. 

Problême III. 

4 6 5 • Les trois corps B>C, D étant attachés au fil Fi ô , 
B CD 9 & ayant reçu des impulfions quelconques , déterminer I7Î * 
leur mouvement. 

Suppofons que dans Imitant dt ces corps viennent de 
décrire des parties infiniment petites bB y cC , dD de leurs 
trajectoires. S'ils dévenoient libres . ils décriraient dans 
Tinftant fuivant les lignes BV > Ce* , Dd* égales aux pré- 
cédentes & dans la même direction. S'ils font donc obligés 
paï leur aâion mutuelle de décrire BC , Ck 9 Dï^ on pourra 
- regarder, fuivant te principe général', les vîteflés imprimées 
%¥ ) Ce 9 * D àl pomme composes de? vîtefles BZ 7 C* } Dt 

Bbb 
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qu'ils confervent réellement, & des vîtefles. Bb , Ce, D& 

avec lefquelles ils fe font équilibre. Four cela , il faut que 

Bb, Dd fe trouvent dans ladireâion des fils BC, DC,& 

qu'en formant le parallélogramme Ce c/, on ait C . CV = 

B . Bb , & CC/* D.Dd. Donc fi on appelle 9 la force 

accélératrice de B qui réfulte de l'aâion du corps C fuivanc 

B C , & 4 celle de D fui van t D C> on aura pour le corps C 

■g ~ 

deux forces accélératrices, Tune fuivant CB = -7? * l'autre 

fuivant CD = -^ # 

Rapportons à Taxe AP les trois courbes décrites, & 
fuppofons APr=*x, BP = y, A P f = *' , CF =/ ; 
Api'^xf', DP" =/', enforte que Ton ait C£ t = a 1 = 

(^ _ *)*H-(/-.yr • .. cd* =b*=(x''-x f y -h/'-/) 1 . 

La force * fuivant B C fe décompofe en deux autres , Tune 
fuivant PB =L^J 9y l'autre parallèlement à AP « 

9* Faifant de femblables décompofitions pour les for* 
eC ,fC, d£>, on aura les fix équations du mouvement 

Si on multiplie la première par B , la féconde par C, la 
troifieme par — D , & fi on ajoute les produits, on aura 

ration faite fur les trois dernières équations donnera 



X — X 

a 



1 

i 
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Bâ(±) + Cd (£) + Dd (£) - o ; d»<* il fuit que 

le mouvement du centre de gravité eft uniforme & re&ili- 
gne , comme cela doit être. La queftion fe réduit donc à 
chercher le mouvement des trois corps autour de leur 
centre de gravité , confîdéré comme fixe. 

466. Suppofons que la ligne ^Peft là direction de ce 
centre actuellement en G , 6c que y exprime fa vîteffe ; on 
aura A G = yt y au cas qu'il eût été en A au commence- 
ment du mouvement. Soit GP = X , GP' = X' , Gï" 
e= X" ; on aura par la propriété du centre de gravité ^ 
BX-¥- CX' — DX"= o . . . fljr -HC/ -t- Dy" = o ( car 
il faut que quelqu'une des di flanc es y, y 9 9 y" foit néga- 
tive). On aura de plus x = y t — X. . . x'= y t — X 1 . . *"— y t 
M- X" ; & fubftituant ces valeurs dans les trois premières 
équations générales > il en réfultera les fuivantes pour déter- 
miner le mouvement des corps autour de leur centre de 
gravité. 

X-X* . ./dX\ x-x 



x+x* 



, ./dX\ X-X B . X'+X* D fJ ,/iJir\ 
Y \dtj a # C * * # C Y V4// 



Multiplions les trois premières refpeâivement par - B y 
C i^ , — £) ££! & les trois dernières par B ?,-C^, 

dt J d$ 7 r «** d * J 

-*' -jr-. Après quoi ajoutons tous ces produits enfemble , 

Bbbij 
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en remarquant que les équations a* ta (y -y)* -+- ( tf- X)\„ 
h* = (/'—/)' +(r+^')' donnent (/ —^) (d^—dy) 
(X — X)(dX' — dX) = o...(y"—y)(dy'' — dy) 
( JT" -4- X') {dX" + dX') = o ; & nous aurons 



dX.dX n dy J df ^dX* . dX 1 . „dj' .iy T% dX l 'dX"t, 
d* d* d* ar dt dt t dt d$ dt ds 

d,« /i/'\_ o 

Or l'intégrale de cette équation eft 

*(——) + € {—j;—) +D k — jt> — ; - c *< 

Àinfi la fomme des forces vives eft confiante. 

Multiplions à préfent les trois premières & les trois der- 
nières équations refpe&ivement par — By , Cy* , Dy" , — 
BX> CX', DX'\ ajoutons les produits, & réduifon&, 
nous aurons 

L dt dtj L dt dt J L <** dtl 

dont l'intégrale eft 

J? ( Xdy -ydX) + C(X'dy'-y'dX')-D {X"df-fdX") » CVr . 
467* Mais pour donner à ces équations une forme plus 
fimple , appelions 9 Fangle A G B > & z le rayon G B ; foit 
pareillement A G C= *', GC= z', y*G£> = *", (?D = *"; 
on aura y = z fin 9 , y «= 2'^*» ^' ,y = *" fmç" , X = z 

,*/> , .r = */ «yv , *"= — *" «/y, </** + <*y = dz % 

*\- z % d p % y Xdy —*y dX= z*d f ; ce qui changera les deux 
équations intégrales en celles-ci. 
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On a de plus les quatre équations finies 



îlzfnp + Cz'ftn *' ■+• D z" fin *" = o 
B z coff •+> C z' cof*' •+- D z" cof*" = o 
atz' cof{ *' — 9) = z* •+- z ,% — a* 
a z'z"cof{ *" — *') = z n +z"* — b\ 

Et ces fix équations contiennent la folution du problême : car 
fi on déduit des quatre dernières les valeurs de ? , ?" , z > z" 
en V & x! y pour les fubftituer dans les deux équations dif- 
férentielles , on aura d'abord en chaffant dt une équation 
différentielle du premier degré entre /&*', qui donnera 
la courbe décrite par le point C autour du centre de gra- 
vité. Si on intègre enfuite la valeur de dt y oïl aura la po- 
sition de ce point au bout d'un temps quelconque ; & cette 
pofition une fois déterminée , celle des deux autres corps 
n'aura plus de difficulté* 

Au refte , on peut fatisfaire aux équations précédentes en 
fuppofant que z> z', z", font des quantités confiantes, 
ainfi que ?' — ? , ?" — *'. Il peut donc y avoir des cas où 
chaque corps décriroit une circonférence de cercle autour 
de G avec la même vîteffe angulaire. 

46 8» [Pour parvenir à la folution générale, il faut ef- * 
fel^uer le calcul que nous venons d'indiquer. Ce calcul eft 
fort long , mais il n'a guère d'autre difficulté : ainfi nous op- 
primerons les détails qui peuvent aifément fe fuppléer. 

Des quatre équations finies on peut déduire d'abord les 
deux équations fuivantes 
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Bz % +Cz ft +Dz" % +{B+C+D)z f% ==Ba % -JhDb x 

D % z"***(B+C) {Bz % + Cz ,% )—BCo\ 



c r v i B* x (C + D) + D i t* 

Supputons pour abréger que B(Bm ^ mC \ mh D) «J»* ôcque 

— dTb^cTïï) — === n > nous aurons en fubfticuant ces 
valeurs dans les deux dernières équations 

% ix C-hD //2 ,. B-+-C 

z % *=*m — z l% . —z- ...z" % -=n — z i% . — — -. 
Cela pofé , la troifieme & quatrième équation donneront 

Faifant le calcul , & éliminant z & z" au moyen des va- 
leurs trouvées > on aura en fuppofant y pour abréger en- 
core , que P = 

Y[*z»{B*s+iyr)-z»(B+c+-Dy ^c^T] - 

à rf ' _ [P 1 **-B< 1 (C+D)]«' ï -HB 1 (* 1,w - wt ) ££ 
9 " 9 ° D«— «"(B-l-C) •?«" 

Et fi on fait par la même raifon 

Q = [D 1 * 1 — jBtf î (C-+-D)]z / *-+-B*(<i*OT— m*) 
11 = 18* a*— D^(B-+-C)]a /1 -f'i>*(«»* — »*) 

on aura 

<, * SS! ^ + i?j?" ,rf * = <** — ô^s-p7- 
Cela pore, l'équation générale Bz*dp-hCz H d^ 
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D z"* df"s=sH dt(H étant une confiante ) qui exprime qu'en 
multipliant chaque corps par l'aire qu'il décrit autour du cen- 
tre de gravité , la fomme des produits eft proportionnelle au 
temps , deviendra en éliminant z % t z" % ,d<p, d 9". 

IBS+Db* -z' x {B+C+D)-}d<!+ d 1 ±(Q r R)=Hdt 



ou 



lBa*-*>Dl>*—z n (B-*-C+D)-}d9'-i- d -£z(D6*—Ba*) 



p*' 



*> 



(B-HC-4- D)^+G^£^] - H du 

Enfuite l'éqUation des forces vives , B (dz*-+-z*d<p*) -+- 
C{dz'* -H z n d* n ) -*- D ( D z"*+z in d* ,n ) = KH' à? 
( K eft une confiante ) donnera en faifant les mêmes élimi- 

nations , { K —j-J hC+ D J zll J </z" -h (h "*" 

~)£i-hlBa* + Dl,> — z»{B+C + D)ldf + 



Soit Ba x •+• D b % — z' % {B •+- C ■+• D) == M, on aura 

Hdt « AW -H ^! ( Q — R)i & fubftituant cette valeur 
dans l'équation précédente , afin d'éliminer d 1 1 on aura 






P 



I^^^)-*-,4~(Q-«)'].Don C (KiW -Af) (J£ 






• • • 



(Bh-c)*p»»'*-*-r* (g— * )* 
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Extrayant la racine , on trouvera 
, r — 2 <**^ îLîl i/r( c -+- D ) tpi #I +Q m 



• • • 



M # P z-*- Fz'v(K M 1 — M) y L- ft»-*" (C-f-D) 

D»-7 1 '(IH-C) ili -I' 

6c par conféquent 

P*'y(*M*— Ai)^ L ifm — *'* (C-+-0) D »— V L (B -t- C) 

Donc nos deux équations finales font féparées é fie la por- 
tion du point C par rapport au centre de gravité , après un 
temps quelconque, ne demande, pour être connue , que 
des intégrations de différent elles à une feule variable. 
Cette pofition étant une fois déterminée , celle des corps 
jB & D le fera bientôt par les valeurs de z fit z n . Quant aux 
valeurs de P , Q > R y M , elles font déjà connues par Us 
jyc fondions de z auxquelles on les a fuppofées égales, 3 

Problème IV» 

17*! 4^9- Trois corps B , C , D confidérés comme des 
points attachés au levier angulaire BCD que Ton fuppofe 
inflexible ôc fans mafle , reçoivent des impulsons primitives. 
On demande quel fera leur mouvement en vertu de ces 
impulfions. 

Décompofons d'abord , comme dans le problême précé- 
dent , le mouvement qu'auroic eu chaque corps dans l'inf- 
* tant fuiyant t> s'il fût devenu libre , en deux autres , l'un 
qui aye lieu , l'autre qui foit détruit , fie repréfentons les 
derniers par B b , Cç } Dd, Décompofons 
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Décompofons enfuice le mouvement B b en deux autres , 
2?b", £b' fuivant CB , DB & les deux autres pareillement. Il 
faudra maintenant pour l'équilibre que Ton ait B .B b /; =* 
C.Ccf ...B. Bb' = D.Dà" . ..C.Cc" = D . DdV 
Soient ? & p les forces accélératrices du corps B ré fui tantes 
de l'a ai on des corps Cfic D fuivant BC&cBD. Soit 4 celle 
du corps D fuivant DC. Il eft clair que le mouvement du 
point C fe déterminera comme dans le problême précé- 
dent, & que celui des corps B Se D fera altéré de plus 

par les forces m ôc -^ , fuivant BD ScD B, 

Or fi on appelle c la diftance confiante B D , il en réful- 

tera pour le corps B les forces accélératrices /* 6c 



/'-* 



— - 1* parallèlement à A P & fuivant P B. On aura de mê- 

me pour le corps D les forces accélératrices — — — • — /* * 

& — '— p^ . — (a. Ainfi on pourra former les lue équations 
fuivantes, 

• — x j . x"w~x » j d* 

x" — *' D . j • — x B j A jix f 

* • c Ta * 4 7F * * a* 



* 



" -' *"^* B , ,<**". 



*4^ + L f f ^W^^ 



a • c * a « * c "' — " i$ 

y-y . j.^y-y » j i*f 



*i 



Ces 
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Des trois premières & des trois dernières on conclura 
toujours 

Bd---hCd — +Dd — - = o...Bd -f -f. Od ~- *f- D d -~ =s6 
dt dt dt dt dt d$ 

'd'où il fuit que le mouvement du centre de gravité eft uni- 
forme & reûiiigne. On aura auffi Bd-^ d-£ •+■ C — d -p 

t> dt dt dt tfi 



'*" J **"♦. t><*> .j 4jr ,. ^<*/ j <*/ . n dy"jdy\ 



dt dt dt dt dt dt dt dt 

(car lés équations (*' — xf +(y' —y )• = a* . . ( *"— *?. 

H- (y — •)•■— ^..•.(*r^— «)'*-H'(y— >J*-:* , i 
donnent ( *'— *) (dx' — dx ) -f- {/ — >) ( <*y — «ty) 

«=o . . . (*" — x*) (dx» — dx 1 ) -*- (y" — y') {df—dy 1 ) 

*=*o...{x'>-x){dx» — dx)-h{y"-y)(dfr-dj). 

= o ). Donc en intégrant , on aura 

* 

n six 1 -t-iy\,~/dx' t -h'dy n \ , _. >dx n * +d/'*y. A 

V 

Cette intégrale & les deux que nous avons déjà pour le 
mouvement du centre de gravké donnent la folution corn- 
plette du Problême. On n'a donc pas befoin des trois 
autres équations que Ton -potirroft avoir , outre qu'elles 
contiendroient les quantités inconnues '? , 4-> /* > qu'il eft 
inutile de déterminer. 

47 O» Non-feuleffleht la fomme des forces vives ou des 
produits de chaque maffe par le quarré de fa vttejfe abfolue 
eft confiante , mais encore la fomme des produits de cha- 
que maffe patrie quàrré de ici vfreffe àefotuticnVeiï. auffi ; enforte 
que quelque fôit le nombre de corps > la fomme des forces 
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vives qu'ils ont en tournant autour de leur centre de grp^. 
vite , ne, v?rie,. jamais Suppof©ps f en,eflfet? que lç Qemre r de ; 
gravité fe meut parallèlement à AP avec la,vîte£Te y , il eft 
clair que fi on imprime à; chaque parçiç du fyftêflie la vîteffe 
y en fens contraire à celle du centre de gravité; les -mou- 
vements refpe&ifs.de ces parties feront toujours les mêmes ;, 
& puifqu'alp.r? le . centre^ de gravité fçra.en rcpoç, on aura ; 
le mouvement des parties autour r dij centre de> gravité. 

dx 

Or la vîtefle.j- du corps B ppr&ttélement à .AP , étant 
diminuée de la quantité y > la force vive du corps B de- 
viendra B [jjpr -h (57 — y) J > & la fomme- des forces 
vives de toutes les parties du fyftême aur? pour exprefïïorx 
fB l dj ^^ — ~f* -4- >*]. D'ailleurs la quantité ...; 

f.B (* dt x * ) eft la fomme des forces vives abfolues , que 

nous avons dit être confiante. Tout fe réduit donc à prou- 

ver que f-r- eft auffi une quantité confiante : mais cela N 

eft évident > puifque cette -intégrale exprime la quantité 
de mouvement du centre, de gravité» Concluons delà que; 
lafommç des forces vivçs abfolues ffi égale à Ja forme des forces 1 
vives aufQfft dit centre de, gravité ^ plus à Ja. force, vive de ce* 
centre. 

471* Cela pofé, fi on : appelle. z, 2/ 9 z" les diftances 
du centre de gravité aux points B y C> D ( remarquez que- 
ces diftances font confiantes puifque le levier eft inflexible ) , 

&f>?'i *" l^ s angles quç ces rayons . ve&eurs forment 

C c c i j 
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avec la dire£Kon du centre de gravité , on aura pour ex* 
primer la fomme des forces vives autour de ce centre 



Bz t dcp x , Cz"d<ï' % . Dz"*d*"* 



^, js conft. 

dt x • dt x ^ dt* 

Or les angles *' — « & *" — *' étant confiants , puifque le 
centre de gravité ne change pas de pofition par rapport 
aux points B , C, D, on a df = d*'=*d*" ; donc ( B z % -H 
Cz n -+- D z" % ) J£ = conft ; & par conféquent * eft une 
quantité confiante ; d'où il fuit que le mouvement angulaire 
du fyftême autour du centre de gravité eft uniforme. i 

Donc en général , quelque /bip le nombre de corps fituis dans 
un même plan & liés entreux par des leviers inflexibles & t 
fans majfe , fi on leur donne des impulfions quelconques dans ce 
plan; i% leur centre commun de gravité fe mouvra comme Ji 
toutes ces puijfances lui étoient appliquées fuivant des dire&ions 
parallèles > & fin mouvement fera uniforme & re&iligne ; a° y 
chaque partie du fyftême tournera uniformément autour du centre 
degravité. 
Fie. 47 2. Voyons maintenant comment on peut déterminer 
par les impulfions initiales le mouvement de tout le fyftê- 
me. Soient Bb, CcyDd les vîtefles imprimées aux corps 
B, C, D ; le centre de gravité G ( que Ton connoî:ra par 
les deux proportions fuivantes BE: ED : : D :B . . .CGi 
GE : : B -+- D : C) fe mouvra comme fi toutes les forces 
B . Bb y C. Ce, D • D d lui étoient appliquées. 

Repréfentons par R R' la valeur & la dire&ion de h 
réfultante j le centre de gravité G décrira G F parallèle à 



J77 



L 
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R! avec la vîteffe Bm ^ tm ^ D m De plus le fyftême tournera 
autour de G , comme fi ce point étoit fixe : mais pour dé- 
terminer ce mouvement , foit dç l'angle que décrira le 
fyftême dans le premier inftanc d t autour de G dans le fens 
BCD; on aura pour Texpreffion des arcs BC, t * , 2)^ par- 
courus par les points JS, C y D les quantités GB.d<p> GC. D<p % 
GD.d*. 

On pourra donc concevoir les mouvemens Bb^dt} 
Cc.dty Dd.dt que les corps auraient eus dans l'inftant 
dt, s'ils euffent été libres , comme compofés d'autres 
mouvements dont les uns auront lieu fui van t Bc y C K , Df 9 
& dont les autres feront détruits. La fomme des moments 
de ceux ci autour de G fera nulle , & par conséquent la 
fomme des moments des forces fuivant Bb y Ce , Dd fera 
égale à la fomme des moments des forces fuivant B C , C * > 
D* y ces moments étant pris par rapport au point G ; donc 
le moment de la réfultante. 

RR'.RG.dt=B.GB.GBJp+C.GC.GCdp+D.GD.G D d 9 . 

Donc -p ou la vîteffe angulaire que prendra le fyftême au- 

tour du centre de gravité G fera mv+ç^Îd.go* , 
c'efï-à-dire , que cette vîteffe fera égale au moment de la 
réfultante divifé par la fomme des produits de chaque 
maffe par le quarré de fa diftance au centre de gravité. On 
pourra donc déterminer pour chaque inftant la pofition du 
fyftême par rapport à la droite G F. 
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Pro blême V. 

ÎÏ5" 47 3 • U N fil CM M 9 étant chargé de deux corps M «c 
M 9 y on propofe de déterminer les ofcillations de ce pen- 
dule autour du point fixe C en les fuppofant infiniment 
petites* 

Soit menée par le point C la verticale CP dont les corps 
ne font jamais éloignés que de quantités infiniment petites 
MP, à/'P'î & appelions MP=x, M 9 P 9 ^ x 9 > CM^a % 
MM=ct. 

La gravité £ fuivant la verticale M G 9 fe décompofe en 
deux forces fuivant M!P 9 & M'H'.Ot 1 angle H M 9 P' étant 
droit , la première a pour valeur g fin H 9 M G 9 ou g fin M*MK 
( en menant par le point M la verticale M K ) = g '* 7 # 
Ceft donc la force accélératrice du corps M 9 . Ainfî on a 

La force fuivant M 9 H 9 ou fuivant le fil , laquelle réfulte : 
de la gravité g fuivant M 9 G'eft égale àg, parcequ'elle n*ea^ 
diffère que d'un infiniment petit du fécond ordre, Àinfi le 
corps M 9 tire le corps M fuivant M M 9 avec tout fon poids 
M 9 g , qui fe change pour ce corps en une force accéléra^ 
tnce -* m 

Cette force fe décompofe en deux , Tune fuivant MP } 
l'autre fuivant la dire&ion du fil C M H. La première a pour 
valeur ^ fin HMM' ou ~^{fmMCP —finM'MK ) ou 

^fm^CGr) — ("F"0-I # ^ n f econ d **eu * du P°^ s m ême 



/ 



r 
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*du cbrps M ou de la gravité g fuivant MK réfûlte une force 

•tângentielle fuivantMP, qui eft 1 égale igftn MOP=g. — J 
donc 2 -H ^ . j — ^ • ^-y^ exprime la force accélé- 
ratrice du corps A/ , 6c on a pour les équations du mouvez 
ment, en fuppofant dt confiant 



*' — X 



— ddk' = ~-gdt* 

m 

474* Panons un cas particulier, & fuppofons que les 
mafles M , M J font égales , ainfi que les diftances a > a' \ 
nous aurons les^deux équations 

-ddx=(ix-x')^ 

N 'a 

Multipliant la dernière parle coefficient conftaiit C'& ajou- 
tant le produit à la première > on aura 



A 



Suppofons maintenant que (3 — C)x -+• ( 6 — 1 ) x f foit un 
multiple de* H- fx, ce qui exige que — -s = C, ou que 

C* -îCiat; v &ipar conféquent 'que Ç '= i ^fc j/a. Si on 
défigne l'une dé "ces deux valeurs par C, l'autre par C, on 
aura dd'x-^-iddx' -+-(3 -— f )(#-+•£#') ^—*-:=oj équa- 
tion qui en faîfârit fc -f-'C** £= 2, fe réduit à<f<*z -H 
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Multipliant par 2dz&ç intégrant, on zdz*-*-. ... { 

( 3 — * )** . ^ = Cdt\ Donc <** lA,-*)* = /* 

L*intégrale eftz=f c°f*V(i—C)i- 9 en fuppofant que 

les corps n'ayent reçu aucune impulfion au commencement 
du mouvement. Cela pofé , en remettant pour z fa valeur; 

on aura * .+- c *' — c coft j/(j — C) L, On aura de même 

a 

* + C'j('ssf coft ]/(}— f )X. Donc fi m & m 7 font les 
valeurs initiales de x & x f y on trouvera 

#-H C*' = (m-i-Cm')coft V^(3— C) £ 
* + C'*' = {m + e'm')coft ]/o-C)il 

ce qui fera connoître les valeurs de a? & *' en fubftituant à 
C & C' leurs valeurs i H- Va * i — V** Ainli la pofîcion des 
deux corps au bout d'un temps quelconque t fera dé* 
terminée. 

Si on fuppofe m H- C 7 m' = o , ou * =« j/i — . i , alors 
^ + ^^ = 0; & par conféquent x aura toujours le même 
rapport avec x'. Les deux corps arriveront donc en même 
temps à la verticale , & le temps qu'ils mettront à faire 
cette demi-ofcillation , fe trouvera par la féconde équation 

qui donne coft j/( %—Ç) i- = «> out j/(j,-.c) JL =* f 



*• 



Donc t = \ v ] / « _ , & les ofciilations du pendule 

compofé de ces deux corps feront ifoebrones à celles d'uit 

pendule. 
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pendule fimple qui auroit pour longueur ^7,7 > ou à peu- 
près f£ a . 

Si on fuppofe pareillement m-H C ro' = o , ou * = — 1 
— j/a , on aura x -+- C x' = o , & les deux mobiles arrive- 
ront encore à la verticale dans le même temps, La durée de 

la demi-ofcillation fera | '* Xf a , & la longueur du 
pendule (impie ifochrone aura pour exprefïïon * } en- 



viron -^ a. 



47 $• Lorfque le fil eft chargé de trois corps M, M' , Fio. 
T M" 9 on peut fuivre la même route pour déterminer leur 119% 
mouvement. Soit CM = a } M M' = cl } M' M" = a 11 , 
M P = x , M P 1 « y , Ai" P" = *" ; on décompofera l'ac- 
tion de la pefanteur fuivant M" G" en deux , Tune fuivant 
M" m", l'autre fuivant M" P". Celle-ci qui eft la force accé- 
lératrice du corps Af'aura pour valeur g fin m 9 M" G" , ou 

£^^±. Donc -ààot'^—^gà?. 

La force fuivant M" m" ne différant pas de celle qui agit 
" fuivant M 1 G" % ou ayant pour valeur M" g> le corps M eft 

follicité fuivant M M 1 par la force accélératrice -^f, qui 

étant décompofée en deux , Tune fuivant M! m' , l'autre fui- 

M" p 

- vant M! P' , donnera pour la dernière -^ffa *d M -M 7 ' ou 

M 1 \ *' *" )* 

x D'ailleurs de la gravité du corps M! réfulte la force tan- 
'. gentieUe «^ Ainfi on aura ^ddx 9 ^ [^ ^ ^ 

Ddd 
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, ■■ — —f—J J <Ç ^ f 1 i & la force qui en réfultera fui- 
vant MM! y ou qui agira fur le corps A/, aura pour expreffion 
{M-±M')g. 



Cette force accélératrice — - — £ fui vant Af M! , produit 



M 



fuivant P M la force tangentielle — ^ — g (^/— — 7)* 
La gravité du corps M produit auffi la force tangentielle 

gdt\ 

47^* En général , ^«*/ £« * foit le nombre des corps , pour- 
vu qu'ils f oient tous infiniment peu éloignés delà verticale, cha- 
cun peut être regardé comme /illicite par fa gravité propre fui- 
vant la verticale , & par le poids de tous les corps inférieurs 
fuivant la direftion du plus proche. 

Ce principe fuffira toujours pour faire connoître la force 
accélératrice de chaque corps , & par conféquent pour 
former les équations du mouvement. 

Article III. 

Du Mouvement de rotation d'un corps quelconque 

autour et un axe donné. 

Principe fondamental, 

477* Un corps quelconque étant ajfujetti à tourner autour 
Sun axe donné , Ji une ou plujieurs puiffances dirigées dans des 
plans perpendiculaires à taxe de rotation , lui impriment du 
mouvement autour de cet axe , quelles que foie nt les forces avec 
Uf quelles les différentes particules du Jyfiême fe mouvront , J* 
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fimme des moments de ces forces par rapport à taxe fera toujours 
égale à la fomme des moments des puiffanees par rapport à ce 
même axe r ou ce qui efi la même chofe > au moment de la ré- 
sultante des puiffanees. 

Quel que foit en effet le mouvement que chaque parti- 
cule prendra , fi on lui en imprimoit un égal & en fens 
contraire > le fyftême refteroit en équilibre. 11 faut donc 
que les forces qui animent chaque particule , dirigées en 
fens contraire , faffent équilibre aux puiffanees motrices. 
Donc par la condition de l'équilibre dans le treuil , la fom- 
me des moments des unes eft égale à la fomme des mo- 
ments des autres , ces moments* étant pris par rapport à 
Taxe de rotation. 

Mais fans avoir recours à cette propriété du treuil, on peut 
démontrer la même chofe par le principe de M. d' Alembert. 
Car fuppofons des puiffanees quelconques appliquées , fi 
l'on veut , à toutes les particules du fyftême ( ces puiffanees 
étant toujours dirigées dans des plans perpendiculaires à 
Taxe de rotation ) , le mouvement imprimé à chaque parti- 
cule fera compofé du mouvement qu'elle prendra , & d'un 
autre que nous appellerons C # Donc le moment de la force 
imprimée , par rapport à l'axe , fera égal au moment de 
la force qu'aura prife la particule > plus au moment de C ; 
& la fomme des moments de toutes les forces motrices fera 
égale à la fomme des moments des forces dont chaque 
particule fera réellement animée, plus à la fomme des mo- 
ments de toutes les forces c. Or ces forces C doivent fe 

Dddij 
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faire équilibre ; la fomme de leurs moments eft donc nulle. . 
478* Nous avons fuppofé que les puifTances motrices 
étoient dirigées dans des plans perpendiculaires à Taxe ; mais 
ii elles étoîent obliques , il faudrait les décompofer chacune . 
en deux autres , lune parallèle à Taxe & qui ne pourroit 
produire aucun mouvement autour de cet axe; l'autre fituéer 
dans un plan perpendiculaire à Taxe , & qui feule ferokr 
naître le mouvement de rotation. 

479* Soit donc R la réfultante des puiflances motrices, 
D fa diftance à Taxe , & par *onféquent R . D (on mo- 
ment. Soit p la vîtefle angulaire que prendra le corps ou le 
fyftême ; <p eft Tare que décrira un point fitué à la diftance 
1 de Taxe pendant une unité de temps. Si on défigne par 
d M une particule quelconque du corps > fituée à la diftance 
r de l'axe , fa vîtefle fera r<p y fa quantité de mouvement 
rpdM, fon moment r*çdM , & la fomme des moments- 
des forces femblables , fr* fd M , ou Amplement vfr 2 dM 9 
Donc vfr % dM =» R .D , ou * = rjrj]^ 

L'intégrale fr % d M exprime la fomme des produits de 
chaque particule du fyftême , par le quarré de fa diftance à 
Taxe. Cette quantité qui eft toujours donnée par la nature 
du corps , s'appelle le Moment d'inertie. 

48 O. De la formule <p — T^âm on ^ 0ît conc ^ ure géné- 
ralement que quelles que /oient les forces motrices appliquées â 
un corps de figure quelconque , dans des plans perpendiculaires à 
taxe de rotation , la vtteffe angulaire qui en réfultera autour 
de cet axe } fera égale à la fomme des moments des forces mo^ 
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triées > ou au moment de leur refait ante y divije par le 'moment 
^inertie du corpSè 

48 I • Cette vitefle angulaire une fois imprimée, le corp9 
tournera perpétuellement autour de fon axe avec la mê- 
me vîteffe, fi aucune puiflance n altère fon mouvement* 
Mais fi le corps eft fournis à l'aâion d'une force accélé- 
ratrice quelconque , alors appellant R la réfultante des ac- 
tions particulières de cette force fur toutes les parties du 
fyftême , & D fa diftance à Taxe , on aura Rdt . D pour 
1 expreflion du moment que cette force peut produire dans 
l'inftant d t. Quant à l'augmentation ou à la diminution que ' 
ce moment produira dans la vîtefle angulaire du corps , elle 

r , Rdt .D 

lera «0 =5 *■*■ -* 

*cia«P fr*dM è 

Tels font , en abrégé , les principes avec lefquels oti 
peut déterminer dans tous les cas le mouvement d'un corps 
quelconque autour d'un axe donné. Mais comme il faut 
favoir auparavant déterminer le moment d'inertie , nous 
allons d'abord en indiquer la méthode. 

Du Moment d'inertie * & des trais Axes principaux 

dans un corps quelconque. 

4 8 2 • Le moment d'inertie étant la fomme des pro- 
duits de chaque particule d'un corps , par le quarré de 
fa diftance à un axe donné , on feroit porté à croire que 
pour chaque axe en particulier il faut un nouveau calcul i 
mais nous allons faire voit que tout fe réduit à chercher 
les moments d'inertie par rapport aux axes qui paflent 



i8o. 
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par le centre de gravité. Nous prouverons enfuite que la 
recherche de ceux-ci peut fe reftreindre à trois feulement» 
Fig. 483» Soit A B Taxe de rotation, G le centre de gra- 
vité du corps , M le lieu de l'élément à M. Par le point 
M foit mené le plan MP Q perpendiculaire à Taxe AB % 
& dont PQ foit l'interfeûion avec le plan AGB de la 
figure. Par le point G foit menée la ligne G H parallèle à 
A B , & la ligne G g perpendiculaire au même axe. Enfin 
foit MQ perpendiculaire à P Q_ & au plan de la figure. 

Cela pofé, on aura MP**=MH Z -H PH X H- 2PH.HQ 

« A7tf*-H Gg* + *Gg . HQ; donc fd M . M P 1 =* 

fd M . MlT.-i-fdM. Gg* + 2Gg.fdM.HQ. Or par 

la nature du centre de gravité on a fd M, . HQj=q ; donc 

fdM.MP % *=fdM.MH % + M. <fg\ 

Ceft à-dire que le moment <f inertie par .rapport à un axe 
quelconque , eft égal au moment d'inertie par rapport à taxe 
parallèle qui pajje par le centre de gravité , plus au produit de 
la majfe du corps par le quarré de la di (lance de ces deux axes. 

484* Ainfi ehtre tous les axes parallèles, celui qui 
pafle par le centre de gravité eft celui par rapport auquel 
le moment d'inertie eft le plus petit. Il eft donc facile de 
trouver le moment d'inertie par rapport à un axe quelcon- 
que , pourvu que Ton connoifle les moments d'inertie par 
rapport aux axes qui paflent par le centre de gravité. 

Mais quoiqu'on puifle mener par ce centre une infinité 
d'axes différents , & que les moments d'inertie rapportés à 
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ces axes piaffent varier à l'infini , on voit bien qu'aucun 
de ces moments ne peut être nul ni infini. Il faut donc 
qu'il y en ait un plus grand & un plus petit que tous les 
autres; & ceft à la recherche de leur Maximum & de 
leur Minimum qu'eft deftiné le calcul fuivant. 

4 8 5 • Soit ^ ^ c centre de gravité du corps , foient Fl<5# 
A X, XY , YZ les trois coordonnées du point Z où fe lBl * 
trouve l'élément à M. Appelions x } y , z ces trois coor- 
données. Soit A F Taxe par rapport auquel le moment d'i- 
nertie doit être un Maximum ou un Minimum. Suivant A F 
foit mené le plan A Et perpendiculaire à celui de la figure , 
A FX , & du point Y foit menée fur Tinterfe&ion com- 
mune A E de ces deux plans la perpendiculaire YX. 

Si on défigne 1 angle BAE par * & l'angle EAFfzr c, 
on aura AX 1 = AY cof {YAX — *)*=xcof*-+-yfma $ 
& X 9 Y = y cof * — x Jîn «• Complétant le- re&angle 
XYZY", on pourra regardera X , XY" , Y 1 Z comme 
les trois coordonnées reâangles du point Z ; & fi du 
point Y" où ZY" traverfe le plan A FE auquel elle eft per- 
pendiculaire , on mené la ligne Y"X f perpendiculaire fur 
A F, on aura pour les valeurs des trois nouvelles co- 
ordonnées re&angles AX", X'Y", Y H Z , que nous ap- 
pellerons *" , f , z" , 

y" = XV cof 6— A X t fmC=zzcofQ-yfin»fin C— * cof* fin C 
a" = y cof* — * fin •• 

Cela pofé , le quarré de la diftance du point Z à l'axe A F 
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fera/' 1 -*-*''* = x* (fin* * + cof 1 *fin*C)+y % (cop « -t-fm* * 

fin 2 Ç)-t- z 1 cop C — 2.x y cof <l fin * ■+■ 2 x y fin « cof* /*«* C 

— 2 y z fin a fine cofi — 2xz cof a fin C cofi\ faifant donc, 

pour abréger , les intégrales prifes dans toute l'étendue du 

corps y lefquelles font cenfées ici connues , 

fx*dM=A...fy*dM=B...fz*dM=*C 

fxydM=D...fxzdM=E...fy^dM = F 

Le moment d'inertie par rapport à Taxe A F fera 

A{fin t cL^cop^fin t e)^B{cop^^fin % c,f m ^)^Ccofc 
— 2 D fin*, cof* cop i — 2 E fini cof C cof* — 2FfinCcofCfin^ 

Pareillement les formules intégrales fx! 1 y 11 d M > fx" z n d Mi 
qu'il eft important de connoître, auront pour valeurs 

/*" y" dM= — Afin # cof* cofÇ-t- h fin « cof* cofi + D cof % * cofÇ 

— Efin ^ fin C -f- F cofafin Ç 
fSz"dM^— A cof** fini cofi — B fin* dfini cofi + C fini cofi 

•— z D fin m cof tt, fin icofi -H E cof* cofti+Ffin « cofi C. 

Maintenant , puifque le moment d'inertie eft un Maximum 
ou un Minimum , il faudra différentier fa valeur , en faifant 
varier d'abord * , enfuite c ; puis égaler chaque différen- 
tielle à zéro. On aura donc i°, 
2 Afin*cof A copC— 2 B fin * cof a, cop i — 2Dcofz *cqf x C 
«+»a EfinCcofcfin* — 2 F finQ cof C cof *=5= p ; 
& en divifent par — 2 cofe , il viendra 

— Afin * cof*cofc-i~ Bfin* cof* cofe-{*Dcof2 a cofe 
-~ Efin Cfin « 4- F fin Ccof* = o ; (1 ) 

d'où il fuit que fx 11 y 11 dM= o P 2% en faifant varier e on 
trouvera 

% A fin C cofi cof 1 «■+• zB fini cofi fin 1 «— %C fin icofi 
tf~4DJin*cof*jinÇc9fi—% E cof*cofzi~y z Ffinncofi Çslo: , t . (II) 

dou 
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icPoh il fuit également que/V' 2! 1 à M =s o. 

De Téquation ( I) on déduit tan? C= ^-7 — -%•? — — i 

ôc de Téquation ( II ) , on déduit tang 2 G = . ....... 

1 E cof» «4- 2, F fin m f\ M . t tang C , 

t-tï Tr-î — ^ — ^rz 7 • Ox tang af = £_. ; donc 

* E co/ « -t- x FJfa « _ (1 Fcof*- 2 EJï» *)t(A-B)Jïn*co{* - D co/i «] 

A cof l *-h!Sftn l *-C-i-%Dftn « ce»/* " (F c©/* - E /î» *) r - [ (A-B)Jin « cof* - D co/i *]* 

(Ecof*+Ffin«)(Fcof«-EJin*) x F ( i< c »/« ~- C cof « -H D fin* j 

° U (A-Bfin«cof*-D{cof x *-fin x *) *** +E(-Bfin«-hCfin«-Dcof«) m *'** * 

En continuant le calcul on parviendra enfin à Téquation 
fuivante. 

[E X F— D & F-K& — C)DE]/4»^« 
>*- [£* - i EF* H- D* E-*-(B- 1 ^ 4-C) DF+ (A - B) (B-C) E] M»g r * 
-H [F*-iFE 1 + D*E«+.(^-iB-#-C)DE-(i<-B)(ii-C)F]w»g« 
-f-EF* — D»E-f-(ii — C)DF=o. 

4 8 6 . Cette équation étant du troifieme degré , 6c de- 
vant avoir deux racines réelles , puifqu'il y a néceflairement 
deux axes dont Tun donne le Maximum 6c l'autre le Mini- 
mum y fes trois racines font toutes réelles. Suppofons que 
Ton connoiffe déjà un axe par rapport auquel le moment d'I- 
nertie eft le plus grand ou le plus petit poflible , 6c voyons 
immédiatement comment on peut alors déterminer les deux 
' autres. Je dis immédiatement , car cela feroit difficile à dé* 
• duire de Téquation précédente. 

Soit A le centre de gravité du corps , A B Taxe connu 
par rapport auquel le moment d'inertie eft un Maximum ou 
un Minimum. On fait que dans ce czsfxydM=o, 6c 
que/* z d M=* o. Ainfi faifant £> ?= o , 6c £ = o dans les 
formules trouvées ci-deflu? 

Eee 
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,, _ {A-B)Jin m eafm - D cof 1 m ^_ 1 1 c of* 4- % F fin * 

on aura 

Ff0/« Acof x *-t-BJtn z *-C 9 

La première donne fcwiç C = ~ Jfo * , ou cof* = o. Or 
la formule tang C = — ^- jî» « donnerait m»£ 2 € = • • • . . 

f»-- Z-BYRn** > va k ur 9 U * ^ taflt ^gal^c à celle que nous 

pi 
avons déjà pour fcwg 2 c conduirait à l'équation 



A-B 

A — C, qui ne fait rien connoître & qui eft faufle. Il n y 
a donc que la valeur cof * = o qui puiffe fatisfaire ; donc 

tang 2 C = 



487» Puifque cof* = 0, les deux autres axes fe trou- 
vent dans le plan perpendiculaire à AB. D'ailleurs l'équ a- 
tion tang af = ^—^ donnant deux valeurs de C, Tune C, 
l'autre po -+- C y il s'enfuit que les deux autres axes font 
perpendiculaires entr eux ; & par conféquent dans un corps 
quelconque il y a toujours trois axes perpendiculaires entr eux, y 
par rapport auxquels les moments d'inertie font des Maxima 
ou des Minima. 

Ces axes dont lufage eft très-grand dans cette partie de 
la Dynamique , s'appellent les trois Axes principaux du corps. 
Nous les avons confédérés jufqu'ici entre tous ceux qui 
paflent par le centre de gravité ; mais comme rien dans 
notre calcul ne fuppofe que le point A fok le centre de 
gravité du corps , on doit conclure généralement que par 
rapport à un point quelconque du corps } il y a toujours trois axes 
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principaux > dont la propriété eji de rendre les moments d y inertie 
les plus grands ou les plus petits pojfibles ; & ces trois axes font 
perpendiculaires entreux. 

488- Mais comme il eft plus ordinaire 6c plus com- 
mode de confidérer les axes principaux par rapport au 
centre de gravité , foient AB, A C> AD ces trois axes. 
Puifqu'ils font perpendiculaires entr'eux , on pourra les 
regarder comme des diredrices parallèles aux coordonnées 
x y y y z; & puifque dun côté la propriété du centre de 
gravité donne/* d M = o. • .fydM=o . . .fzd M =oy 
pendant que de l'autre côté on a , par la nature des axes 
principaux, fxydMe=o...fxzdM*=o...fyzdM = o> 
il eft évident que le calcul en fera beaucoup plus (impie. 

489* H cft vrai que fi on ne connoît aucun de ces 
axes y il faut > pour les déterminer , réfoudre une équation 
fort compliquée du troifîeme degré : mais auffi pour peu 
que Ton en connoiffe un feu) , on déterminera facilement 
les deux autres , en prenant Taxe connu pour une des di- 
re&rices ou pour la ligne des x , les deux autres direâri- 
ces parallèles à y & z étant prifes à volonté. Car en fup- 
pofant les intégrale* [y 1 dM*=*Ê.. .fz* d M = C. • . . 
fyzdMwsz F, on aura 1 angle C que fait Pun des deux au* 
très axes principaux avec la directrice parattele à y , par 
la formule tang 2? = j— ^ , & le moment d'inertie par 
rapport à un de ces axes fera = A -f- BJin* C -+- C càp C — 
F fin 2 C. 

4 9 O . Des trois moments que donnent les trois axes* pr inci- 

E e e fj 



l&f. 



404 TRAITÉ 

paux > l'un doit être un Maximum , l'autre un Minimum. Le 
troifieme , s'il n'eft point égal à l'un des deux premiers , ne 
peut être ni un Maximum ni un Minimum abfolu. A cela près 
il aura les mêmes propriétés. 

Mais remarquons que fi deux des axes principaux pro- 
duifent des moments égaux , les moments par rapport à 
tous les axes poffibles (hués dans leur plan feront égaux 
entr'eux , puifqu'il ne peut y en avoir de plus grand ni de 
plus petit que ceux des axes principaux. Il en eft de mê- 
me, lorfque les trois axes principaux donnent les trois 
moments d'inertie égaux entr'eux. 
Fig. 49 !• Soient AB y AC,AD les trois axes principaux 
du corps ; foit A F un axe quelconque pafiant par le point 
A , dont la pofition foit donnée par les angles BA E =*, 
EA F = C Puifqu'alors D=o, £=0, F = o , le mo- 
ment d'inertie par rapport à l'axe Af eft = A {fin 1 * -+• 
cop *ftn* t) + B{cop* +fm* *fm % C ) ■+- C cop c, comxe 
on le déduit de la formule générale ( 48 j )• 

Nommons Ma* , Mb % , Mc x les moments d'inertie par 
rapport aux axes AB, AC, AD\ nous aurons Ma* =»• 
B^C.Mb* =A + C... Mc*=*A+Bi donc ,4 = 
iM{b i + c* — a*)...B=:iM{a*+c*—b 1 ).. • C= 
? M {a* -+• b* — c * ) ; & par conféquent le moment d'inertie 
par rapport à l'axe quelconque AF = M (a* cop « cep C-t- 
C* fin* * cop C .+- r * [m* C ). Or il a'eft pas difficile de voir que 
cofFAB = coftt cofC . . . cofFAC — ftn *coJ G .. .cofFAI> 
s=Jin C-> donc le moment d'inertie par rapport à l'axe A F 
fera exprimé trè*-fimplement par la formule» 
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M{a % coJ % FAB+b % copFAC+fcop FAD) 

Imaginons maintenant une fphèfe décrite autour du 7s£ 
centre de gravité G , & fuppofons en A 9 B , Clés pôles 
des axes principaux , enforte que A B , BC y AC foient 
des quarts de cercle. Si on défigne par Ma % , M b % , Me*. 
les moments d'inertie par rapport aux axes GA,GB,GC 3 
on aura pour le moment d'inertie rapporté à un axe quel- 
conque G F 3 l'expreflion M (a* cop AF + b 2 cop BF -+- 
c* cop CF). Appellant donc * , c, y les arcs AF,BF,CF, 
la valeur de ce moment deviendra M ( a* cop *>-\-b 2 cop C 
c % cop >). Mais par la propriété de la fphère on a cop * 
cop G -h cop y = 1 ; ainfi quand on connoît les moments 
d'inertie par rapport aux axes principaux, il eft aifé de' 
déterminer ces moments par rapport à tout autre axe. 
Quelques exemples vont achever d'éclaircir la théorie. 

Nous ne confidérerons ici les moments d'inertie que pat 
rapport aux axes qui paffent par le centre de gravité. De 
plus nous fuppoferons que les corps font homogènes , c'eft- 
à- dire , que toutes leurs parties font d'une égale denfité , 
afin de pouvoir repréfenter dans le calcul la mafle d'une 
ligne , d'une fur face , ou d'un folide > par cette ligne , 
cette furface > ou ce folide même. 

Exemple I. 

492 «Soit AGA un fil ou un levier extrêmement mince qui Fie. 
puiffe être confédéré comme une ligne droite. Son centre de 1 ** 
gravité étant à fon milieu G } il eft clair que la ligne A G A 
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fera elle-même un des axes principaux , puifque le moment 
d'inertie par rapport à A G A eft nul , &c par conféquent 
un Minimum. Les deux autres axes principaux feront des 
perpendiculaires quelconques G B. 

Cela pofé , fi on fait , Ç M =* x , M m =* dx , les élé-» 
mens Mm y Mm pris de part & d'autre du point G don- 
neront , par rapport à Taxe G B , le moment d'inertie 2x*dx 
dont l'intégrale eft \ x* ; & fi la ligne entière eft défignée 
par 2 a , le moment d'inertie fera ja 1 , ou y Atf a % , par 
rapport à tout axe G B perpendiculaire à A G. 

Donc fi G F eft un axe oblique quelconque dont l'incli- 
naifon fur G A (bit = q , on aura pour le moment dmertie 
rapporté à cet axe la quantité f Ma* fin* q. Outre que cela 
eft évident , on peut le déduire de ce qui précède > en ob- 
fervant que dans la formule générale M ( a 1 cof % * ■+• b*cof % C 
■+■ f* C0 P >) on a pour le cas préfent, a =» o , b % =* * * = 
f ** , cofCa* fmq 9 y^= $o° ; car le troifieme axe GC eft 
fuppofé perpendiculaire au plan des deux axes AG y GB. 

Exemple II, 

F 8°' 493* Soit B iWT^ un anneau circulaire infiniment mince ; 
dont la mafie foit M ; ( on pourra le confidérer comme 
une circonférence de cercle ). Un des axes principaux fera 
perpendiculaire en C au plan de «ce cercle, les deux au- 
très feront des diamètres quelconques BCA. 

Par rapport au premier axe , le moment d'inertie fera 
M a 2 ? a étant le rayon du cercle, & par rapport au dia- 
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mètre BCA , ce moment aura pour valeur fMm. MP 1 — 
f a. M P.Pp=saxYdite du ccic\t=zv a*. Quant à la circonfé- 
rence par laquelle nous avons repréfenté la mafle M, elle fera 
z*a\ ainfi le moment d'inertie par rapport à tout diamètre du 
cercle fera exprimé par — . * 0? qui fe réduit à \ Ma* ; en- 
forte qu'il n'eft que la moitié du moment d'inertie pris par 
rapport à l'axe principal perpendiculaire au plan du cercle. 

494* En générai, fi un corps M peut être confidéré 
comme une ligne ou comme une furface fituée dans un 
même plan^ un des axes principaux fera perpendiculaire à 
ce plan , 6c les deux autres feront fitués dans ce plan. En 
effet pour qu'un axe foit du nombre des principaux , il faut - 
qu'en prenant fur cet axe , à compter du centre de gravité , 
Fabfcifle x , 6c prenant les ordonnées perpendiculaires^ , z 
pour un point quelconque , on ait focyd M= o . • « • . 
fxzdMs=s o. (485). Or dans ce cas # =* o pour tous les 
points du corps j donc ces intégrales (e réduifent à zéro ; 
donc un des axes principaux eft perpendiculaire au plan de 
la figure , & les deux autres font fitués néceflairemenc 
dans ce plan y puifqu'ils doivent être perpendiculaires au 

premier. 

Exemple III. 

Fie. 

495- ^ on confidere maintenant k furface d'un cercle l8 * # 
^dont le rayon foit a , la mafle M fera * 0* ; tous les diamè- 
tres pourront fervir d'axes principaux, ôc en aura fy % dM=s* 
/V d M. Donc lç moment d'inertie par rapport à Taxe ( F ) 
perpendiculaire au plan du cercle eft double du moment 
d'inertie par rapport à un diamètre quelconque. Or le mo- 
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ment de Panneau circulaire décrit par l'élément M m eft par 
rapport à Taxe P,2».G M. M m .G M % = 2 * z l dz , en 
fuppofant G M = zï&l l'intégrale de cette dernière quantité 
eft — ^ 4 , qui fe change en — a* pour tout le cercle. Donc 
le moment d'inertie par rapport à Taxe ( P ) eft ~ M a* } & 
par rapport à un diamètre quelconque , il eft 7 Ma\ 

Exemple IV. 

***• 49^- Dans un folide de révolution quelconque, Taxe 
de figure eft un des axes principaux, & les deux autres 
axes principaux font des diamètres quelconques de la fe&ion 
circulaire faite perpendiculairement à Taxe par le centre 
de gravité. Pour le prouver, il faut faire voir qu'en prenant 
fur Taxe GP l'abfciffe GP = x, & dans le plan perpendicu- 
laire les deux coordonnées P^ = y, .£ Af =■ z , on aura 
fxy d M*= ofxzd M = o. 

Or dans une même feûion , x étant confiante , on doit 
avoir fxydM=* xfydM>& puifque fydM exprime la 
mafle de cette Se&ion multipliée par la diftance de fon 
centre de gravité à la ligne perpendiculaire en P fur le 
plan G PQ 9 cette diftance étant zéro à caufe que le centre 
de gravité eft en P, il faut que pour chaque coupe per- 
pendiculaire à GP , on ait fxy d M = o ; & par confé* 
quent dans toute l'étendue du folide , on aura/xy dM=o., 
fxzdM = o. Donc GP axe du folide eft un des axes 
principaux. 
jLet deux autres feront fitués néceflairement dans la Sec- 
tion 
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tion perpendiculaire à Taxe au point G; ils feront donc 
des diamètres quelconques de cette fçâion , puifqu'elle eft 
circulaire. Or les axes principaux étant ainfi déterminés > 
il ne s'agit plus que de connoître les montants d'inertie par 
rapport à ces axes. 

Par la propriété dû cercle on a d'abord/y 2 à M=fz % à M; 
ainfi le moment par rapport à J'axe GPtft 2.fy % dM> & par 
rapport à un diamètre quelconque de la fe&ion circulaire 
faite, par le point G, ce moment eft fx % à M+fy % à M. 
Comme x eft confiante , lorfqu'il s'agit d'une même coupe 
QZ N d'une épaifleur infiniment petite , & comme d'ail- 
leurs la mafle de cette coupe eft w . Z . P % d x , on aura 

/V dM=*f*x % dx.ZP\ 

Quoique cette formule paroifle négative , quand x l'eft , 

il ne faut pas fouftraire le moment d'inertie qui réfulte d'un 
côté du centre de gravité , de celui qui réfulte de l'autre 
côté ; mais il faut toujours les ajouter , parce que l'élé- 
ment d M de la mafle eft toujours ajouté au refte du corps > 
& qu'il doit par conféquent être toujours pofitif , ainfi 
que fx* dM. Au refte on éviteroit ce petit inconvénient > 
en comptant les abfcifles de l'extrémité de l'axe. 

Si on appelle Y la furface de la coupe du folide* faite 
perpendiculairement au plan GPQ , à la diftance y de 
l'axe , on aura la valeur de y en y par la nature du folide , 
& l'expreffion fy* dM fera égale à fy % .Y d y. Enfin la" 
mafle du folide étant M sssfvy* dx , il faudra multiplier les 
moments trouvés par > xdx . 

* ' Fff 
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Exemple V. 

Fig. 497. Lorfquele folide de révolution eft un cylindre, 
Z? eft confiante & = b , & la longueur du cylindre =• 2 *. 
On a donc alors /V 4 Af = * £ 2 . y = w £* .y pour une 

moitié du cylindre, &/W Af= *b % .\o? pour le cylindre 
entier. 

Quant à la Seûion Y, elle eft dans ce cas un reâangle 
dont la longueur eft a a, & dont la largeur eft 2 V (** — /)• 
Donc // à M « / *a ydyV(b % — y) — • . . . 

4 * Ci*7ty ^ ('* — / ) - i y ( *' — / ) f 3- Cette int£ 
grale devant être prife entre les deux limites y — o , y » b , 
on aura /<ty V (b % — y* ) ou -j * £* , pour le quart de cer- 
cle dont le rayon eft b j ainfi l'intégrale fera — a b\ Son 

double — ab* fera égal à/jf <J M pris dans toute l'étendue 
du folide. D'ailleurs la mafle M = 2 a . w £* ; donc le mo- 
ment d'inertie par rapport à Taxe même du cylindre fera 

% *ab*=\ Mb* , & par rapport à l'un quelconque 

des autres axes principaux , ce moment aura pour valeur 
3r= ^(»^ï* m -K»«* 4 )=*Af (jV-t-^ 1 ). Donc les 
moments par rapport à tous les axes qui paflent par le 
centre de gravité feront tous égaux , fi j a * H- \ b % = 7 b % $ 
ou fi 4. a* = 3 A*. 

Exemple. VI. 

49 8* Si le folide eft une fphere , il eft évident que les 
moments d'inertie rapportés à tous les axes qui paflent par 
le centre de gravité doivent être égaux \ & puifque le rayont 
étant appelle a, on trouve que/** d M=f* x*d x {a* — x % ) =5 
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* £ — — — 1.V on aura pour la valeur de cette intégrale , 
en faifant x = a > i'expreflion jj * a*> dont le double -^ va$ 
=5= fx* à M pris dans toute Tétendue du folide. Donc 
le moment d'inertie par rapport à un diamètre quelconque 

EXEMPLE^VII. 

499* Quand il s'agit d'une lentille ACBD compofée Fie. 
de deux fegments égaux de fphere , ou produite par la 
révolution de deux arcs égaux 6c femblables AC , AD 
autour de leur flèche CD , alors le centre de gravité eft 
en G milieu de CD ; &fi on fait DG = CG = a, AG =* 
BG=s b 9 le rayon des deux arcs DC = c =* "*"* , on 
aura PZ % =• 2 c p — p* , & x — a — p. 

Doncfx'dM = *f( a — p) % dp {2 cp — p % ) a 

fuppofant ^ — a , 6c doublant l'intégrale on aura/V^Af *= 



^^- — (S^H-Î^)- 



On aura enfuite /y* 4 M = i »/PZ 4 if = 7 »/( k;- 
«*)• dp=\it ( ££ - « ** •*- f -r \ Subftituant p au lieu de 
a , & doublant on trouvera que fy* dM^^na? (y**-— 

j a *^»^- io* 4 ). Or la maffe M = f*dp(2Cp—p % ) = 
v ( f ^» — , i p* ) j faifant donc /> = 4 & doublant , on aura 
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M = 7 a » ( a* -H 3 b % ) ; & par conféquent 



Ce qui donne enfin pour le moment d'inertie par rapport à 

Taxe principal CD , la quantité — M . * ^J* ^ , & 
pour le moment d'inertie rapporté à l'un quelconque 
des deux autres axes A B , la quantité/** à M-t-fy* dM = 

E.XEMPLE VIII. 

Fie. ^OO. S'il s'agit d'un parallélépipède , la recherche de 
fes axes principaux n'a pas de difficulté. Ce font trois li- 
gnes IGL, XGYy YGT menées par le centre de gravité 
parallèlement aux trois côtés. Soient donc ces côtés A B = 
2 a , A C =a 2 b , CH=2c,&lx, y , aies trois co- 
ordonnées parallèles menées par le centre de gravité. 

Cela pofé , toutes le§ coupes faites perpendiculairement 
à GI étant = 4 b c , on aura fx % à A4 = \bc fx % dx = 
i-£i- ; faifant x = a , & doublant , ou fi l'on aime mieux, 
prenant l'intégrale entre les limites x s=-+-a,x = — a y 



on trouvera que fx* dM = — ~7~~~ = 7 ^ *% ( puifque 
M = 8 a b ç). On trouvera de même que/y* d M = f Mb % , 
& que fz % dM = f Me* ; ainfi le moment d'inertie par rap- 
port aux axes refpe&ivement parallèles a AB, à AC > 6c 
à CH, fera 

•; JkT(^-f-r m ) =-bM(AC+-CH % ) 

| Al (a 1 -+• r 1 ) = Vr-Af (yffl 1 -H B fi 1 ) 
f M (a* -+- A 1 ) = ■£ A4 (/f B 1 •+« yf (?). 
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Ces trois valeurs font toujours égales foit dans le cube > foit 
dans les autres corps réguliers. 

Remarque. 
La méthode qu'il faut fuivre pour déterminer dans tous 

■ 

les cas les axes principaux & les moments d'inertie > étant 
fuffifamment indiquée , nous terminerons cet Article par la 
diftribution des corps en plufieurs clafles. 

5 O I . On peut diftribuer les corps en diverfes clafles 
félon la nature de leurs axes principaux. Si ces axes font 
femblables , ou fi les moments d'inertie par rapport à ces 
axes font égaux entr'eux , les corps qui ont cette pro- 
priété, appartiennent à la première clajje. Il y en a une in- 
finité , outre les cinq corps réguliers. On peut former de 
même la féconde claffe , en y comprenant les corps qui ont 
deux de leurs axes principaux égaux entr'eux , ce qui en- 
traîne l'égalité des moments rapportés à ces axes. Tous les 
folides de révolution font dans ce cas , & il y en a une 
foule d'autres. La troijieme claffe fera formée de tous les 
corps dont les trois axes principaux font inégaux , ainfi 
que les moments d'inertie pris par raport à ces axes. 
Outre que cette dernière çlafle eft beaucoup plus nom- 
breufe que les deux premières, on eft obligé de réfoudre 
une équation fort compliquée du troifieme degré > pour 
déterminer les axes principaux des corps qui y font com- 
pris ; enforte qu'il n'eft prefque jamais poflible de détermi- 
miner leurs mouvements en générait 



4î* TRAITÉ 

502. Au rcfte ; on peut confidérer les axes principaux 
par rapport à tout autre point que le centre de gravité ; fie 
alors on aura de nouvelles divifîons des corps , femb labiés 
aux précédentes. Mais un corps que Ton aura placé dans 
une certaine clafle , eu égard à la nature des axes princi- 
paux qui paffent par fon centre de gravité > pourra bien 
n'être plus dans la même clafle , quand il fera confidéré 
relativement aux axes principaux qui paffent par quelqu'au- 
tre point. Par exemple , un corps de la première clafle re- 
lativement aux axes principaux du centre de gravité , ap- 
partiendra toujours à une clafle différente relativement aux 
axes principaux de tout autre point. 

Article IV. 

Du Mouvement £ ofcillation d'un corps pefant autour 

d'un Axe horizontal. 

m 

Fig. 5 ° 3 • Sorr A MB une coupe verticale du corps > faite 
par le centre de gravité G perpendiculairement à Taxe de 
rotation , enforte que cet axe foit perpendiculaire en C au 
plan de la figure. Le corps eft fuppofé faire Tes ofcillations 
au bout d'une verge inflexible 6c dénuée d'inertie > CA G. 

Si on repréfente pat M la mafle du corps , fie par g la 
gravité» on aura Mg pour l'expreffion de la force accélé- 
ratrice qui agit en G fuivant la verticale G L , fie le mo- 
ment de cette force par ' rapport à Taxe de rotation fera 
Mg . G H, cette ligne G H étant une perpendiculaire menée 
fur la verticale CH. 
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Faifant CG = /, & l'angle GCH = *; on aura 
M gfftnp pour exprimer le moment de la force accéléra- 
trice. Donc fi w eft la vîtefle angulaire du corps autour 
de Taxe de rotation , on aura ( 48 1 ) d *p* = f^ gdt y quan- 
tité dans laquelle/V à M eft le moment d'inertie par rap- 
port à l'axe de rotation. 

Défignons par M h* ce moment rapporté à un axe pa- 
rallèle qui pafTeroit par le centre de gravité ; nous aurons 
fr*dM=Mh % +Mp {tfl).Voncdw ^ fê^gdu 
Mais en fuppofant que le mouvement fe fait dans le fens 
GHfon zdt= — ^p ; do»c w d w *=» T^jÇi £ ^*J* W *• 
L'intégrale eft W * = »* -H ï^2jft ; & fi on fuppofe qu'à 
l'origine du mouvement la ligne CG étoit éloignée de la 
verticale , d un angle C , on aura ? = C , lorfque P" = o i 
donc en général w % =jq~fi (*Sf» — ™/0- 

504* Ot un pendule fimple qui auroit été écarté de là 
verticale en même temps que le corps Aï , & du inême an- 
gle C y s'il fe trouvoit tfâuellement à la diftance ? de cette 

verticale avec la vîtefle angulaire w , & fi fa longueur h 

f l -4- k % 
étoit égale à J —j — , auroit également pour l'expreflion du 

quarré de fa vîtefle angulaire Vf* = * fg (cofp — cofc ). 

Donc le pendule fimple dont la longueur L = *-—- fe meut 
précifément comme le corps M j il fera fes afciflations en 
même temps , & lui fera ifochrone. 

505. Si on conçoit fur la direction de CG un point 



iftanc< 



f> 



L « f *j ce point fe ipouvra 
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comme s'il étoït libre , c'eft-à-dire que les autres parties du 
corps ne troubleront pas fon mouvement , puifqu'alors CO 
eft égale à la longueur du pendule fimple qui fait fes vi- 
brations en même temps que le corps. 

Donc le corps fe meut comme fi toute fa mafle étoit 
concentrée en ; car alors le point aurok toujours le 
même mouvement > & les autres parties fuivroient fans ré- 
fiftance le mouvement de ce point , que l'on appelle le 
centre cTofcillaiton du corps. 

506. Il fuit delà que lorfqu'un corps eft obligé de fe 
mouvoir autour d'un axe fixe , fa mafle n'eft plus cênfée 
réunie au centre de gravité, mais au centre d'ofcillation 
qui fe meut comme fi toute la mafle du corps y étoic 
concentrée. 

Donc aufli le plus grand effet que puifle produire fur un 
corps étranger le choc d'un mobile qui tourne autour d'un 
axe fixe , doit avoir lieu quand le coup eft donné vers le 
centre d'ofcillation du choquant , ou du moins à même dis- 
tance de Taxe que ce centre. C'eft pourquoi le centre d'of- 
cillation s'appelle aufli centre de percujjton. 

507* Mais pour éclaircir & confirmer en même temps 
cette vérité , il eft à propos de démontrer que quand un 
corps tourne autçur d'un axe fixe , la réfultante des forces 
dont chaque particule eft animée pafle par lç centre d'ofcil- 
lation, ou du moins à même diftançe de l'axe que ce 

centre. 
Fie boit A CP Taxe de cotation, G le centre de gravité, 

dM 
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d M une particule quelconque du corps fituée en M, du point 
M menons MQ perpendiculaire fur le plan GCP & du point Q 

m • ♦ 

la perpendiculaire QP fur CP. Si on défigne par w la vîteffe 
angulaire du corps, on aura w . P itfpour Pexpreffion de la 
vîteffe de l'élément à M fuivant Mm perpendiculaire à MP y 
& w. PM. d-W pour Texpreffion de la force de cet élément. 

_ • 

Il en réfuitera fuivant QM la force w .QP .d M, & parallè- 
lement à QPla force w . QM . DM; ces dernières for- 
ces fe détruiront mutuellement, puifque fQ M . dM*=o. 
Cependant comme leur réfultante zéro agit à une diftance 
infinie , le moment qui en proviendra par rapport à Taxe 
AP fera fini, & il aura pour valeur w .fQM* '. à M. 

La réfultante des forces fuivant Q M fera perpendicu- 
laire au plan AGC> & fa valeur fera w ./QP 2 dM= 
w t M.CG , que nous appellerons R. Son moment par 
rapport à Taxe fera w ./QP 1 .dM, & fa diftance à cet 

/QPVJM 
* Xe > M.CG • . • 

Mais au lieu de forces parallèles à QP , qui quoique leur 

* 

réfultante foit nulle, produifent le moment WfQ M*.dM 9 
on peut fubftituer la force R agiffant à la diftance de Taxe * 
— ^ p * M ou „ * M . Donc au Heu de toutes les forces 
dont chaque particule eft animée on peut fubftituer la 
force R réfultante des forces fuivant g M, & dont la va- 
leur cftr.itf.CGà la diftance de l'axe^^^-H 
f£ MX - dM ou (1£-^. Ainfi la force qui réfulte de celles 

M.CG Mm p G _ m * 

qui animent chaque particule du fyftême , pafle à même 
diftance de Taxe que le centre d'ofcillation. Ceft donc à 

G66 
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cette diftance de Taxe que la percuffion fur un corps étraiw 
ger fera la plus forte. 

5o8- D'après ce que Ton vient de voir, il eft clair que 
pour déterminer le . mouvement d'ofcillation d'un corps 
quelconque de volume fini , autour d'un axe horizontal , 
on n'a qu'à bien connoître la diftance du centre d'ofcilla- 
tion au point fixe > ou ce qui revient au même , la lon- 
gueur du pendule fimple ifochrone. 

Or fi r exprime la diftance d une particule quelconque 
dMàu corps à l'axe de rotation , 6c fi /Y* à M eft le mo- 
ment d'inertie par rapport à cet axe , & / la diftance CG 
du centre de gravité à l'axe , on aura la diftance du centre 
d'ofcillation h g v^y t Par conséquent la diftance du centre 
d'ofcillation à faste eji égale cm moment d 9 inertie par rapport J 
cet axe $ divifi par le produit de la majfe du corps multipliée 
par la défiance de fin centre de gravité au mime axe. 

Si M h % exprimoit le moment d'inertie par rapport \ 
Taxe parallèle qui paJTe par le centre de graVité > pn aui oit 
f*dM^Mb'+Mpi donc h diftance d» cent*» d'ofcilr 
Jation , L *ss Mk ^fl m ^/«H j* Donc ce ce«re 9& tou- 
jours plus éloigné de Taxe <jue le centre de gravité , 4e la 
quantité pofitive GO =5^, Àinfi par ce qui a 4té 4i* <*• 
ikflits (m les moments d'inertie > A fera facile de 4éterjnkicx 
tes centres d'ofcillation* 

Exemple I. 
?*! ^ °9* Quand on £ûc des expériences Hue les pendule*, 
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on emploie ordinairement un globe A MÉ fàfpendu à un 
fil de métal très-mince. Négligeant donc la mafle de ce 
fil , 6c appellanc b le rayon du globe ,/la diftance du point de 
fufpenfion au centre du globe , on aura ( 498 ) A* ■** 
} i\ Donc la diftance du centre d'ofcillation à Taxe , ou CO 
«=/«+- f . y , & fi les ofciilatioqs font très-petites , la du- 
rée de chacune fera * V (py}~\ 

Lorfque /** o & lorfque/** 00 , le pendule fïmple ifo* 
chrone devient infiniment long ; ainfi entre ces deux limitée 
il doit y avoir yui Minimum pour la diftance C0\ & ce 
Minimum doit avoir lieu lorfque /m» b V f . Alors les os- 
cillations feront les plus promptes qu'il foit poffible , fie fi 
on les fuppofe très-petites , la durée de chacune aura poux 
expreflîon * y 2f '. 

5lO« Pour que le pendule batte les fécondes , H faut 

f * -4- * «S* 

en général que w K — t- 2 — =r i , ou ee qui eftla même 

chofe il faut que/*4-f^»^; donc/»-j~ i 

^ ( ^ — j i 1 ) i & par conséquent il y a toujours deux 
manières de fufpendre un globe » pour qu'il faffe une of- 
cillation par feconde* 

Si le rayon b du globe eft petit > il faut que la diftance 
du centre du gjobe au point de fufpenfion foh exprimée 
par Tune ou l'autre de ces valeurs , £ — >f b % . j, & f J\ \ 
Mais dans ce dernier cas on voit que le point de fufpenfion 
feroit en dedans du globe y 6c môme très-près du centre , 
Auffi n'emploie-t-on jamais que l'autre valeur ~ 



»*- 



• • • 
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5 1 1. Les deux valeurs de/feroient égales en général; 
fi on avoit — 4 = f b* 9 ou b = 4 V £• Donc puifque — *c- 
préfente la longueur du pendule fimple à fécondes, la- 
quelle eft de 440 1 , 57 il faudroit que le rayon du globe 
*£ fôt de 348^ 3 ou de a* 1 . y^.o 1 , 3. Alors l'intervalle, CG 
entre le centre & le point de fufpenfion feroit ^ , ou la 
moitié du pendule fimple qui bat les fécondes ., c'eft-à- 
dise i? 1 , 6***. 4" j. Si on mené C F perpendiculaire à AG ± 
on verra, facilement que Tare A F a pour cofinus — ou 
y f. Cet arc eft donc de $o° 46'. Or le diamètre du globe 
& le point de fufpenfion C étant ainfi déterminés , les ofcil- 
lations de ce globe fe feront dans une féconde. 
. Si le globe eft fuppofé ofciller autour . du point A , on 
aura /= b ; donc la longueur du pendule fimple ifochrone 
eft j b i & fi on veut que ce globe batte les fécondes > il 
faudra prendre fon rayon b =| . 440^ 57 «=» 2*K 2 *?* 2 1 •§-. 



i>3 



Exemple 



> r 



Fig. $ 1 2 . Considérons maintenant un pendule ' compofé dfe 
-deux poids A àç B , que nous fuppoferons fphériques 5 & 
attachés à une verge inflexible & fatns mafTe* CAB : ap- 
pelions « & C les rayons de ces globes , ^ & i les diftances 
de leurs centres au point de fufpenfion G Là diftanoe du 
. centre dofcillation , ou la longueur du pendule fimple ifo- 
chrone fera 

• ' ' Cela pofé , on peut demander quelle eft la diftance a ou 



j 



r 

I 
I 
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il faut placer le petit poids A , pour que les ofcillations 
foient les plus promptes que Ton puifle attendre de ce 
pendule. Mais comme alors le pendule ifochrone CO doit 
être un Minimum , il faut différentier fa valeur , en faifant 
varier a , ce qui donnera . . 

A\a % +±**) + AB{b % +^ % ) = %A % a % +*%ABab , 



ou a% ■+■ %m T a " t ** •+" J ( h% -H f c * ) 5 d ' où OI * tir « 

6c la longueur du pendule (impie ifochrone fe trouvera 
= 2û. On voit bien au refte que de ces deux valeurs de a, il 
n y a que la pofiti ve qui puifle fatisfaire. 

* JÊ Ci • 

Si les deux globes font homogènes , on aura j f= — , & 

4>ar conféquent a =? , £ db V" Cf ** •+- :.-j ( A* rl-f C a }-4« 

-i# a 3î & dans le cas où les rayons des globes feront dis* 

* * * 

petits en comparaifoh de CB , on aura à très-peu près la 

valeur de a= — -* j}^^ Gf * + ' ^) # 

5 .1 3 * S'il y r avoit trois globes A y B > C dont les rayons 
fuflent *,C f >> ^&- dont les diftances au point de fu&enr 
.fion à. compter 4w centre fuflent *,'£'; r, alors la'diilarvçe 
,di». cenjye ^ofcilktion feroit r - . * r 

& ainfi de fuite quelque foit le riombre<de corps,. \ \ 

t r \ • * r ». , v 

- -.••—.- 4 É x e'mVi E lit "' «••"*=- i s r:o 

• t 

5 1 4» ^« êl°k? 4M% fufpendu a- la verge cylindrique Fie 
VA étant'mobile awôtaï -de l'axe hoiizontai &CE , onde- l9S * 
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terminera Ton centre d ofcillation , de la manière fui* 

vante* 

Soit A le poids au globe , B celui du cylindre , a le 
rayon du globe f 2 b la longueur F/4 de la verge de fof- 
penfion ,2a fon diamètre , / la diftance CA , G 8n0 les 
centre» de gravité & d'ofciilation du fyftême. Comme le 
centre de gravité du cylindre' eft en / milieu de FA, on 
aura d'abord 

(A-t-B)CG=A.CB+B.CI=A(f+a)-i-B(f—b). 
On aura enfuite pour le moment d'inertie du globe par 
rapport à Taxe DCE> la quantité A (/■+» a y -+• j A a*. 
Puis on trouvera que le moment d'inertie de la verge par 
rapport à un axe horizontal qui pafle par le centre de 
gravité 1 eft (4P7) — B (f £* ■+■ | c % ) , & que pftr rapport 
à taxe DC£ ce moment eft — B l\b* +Ï* 1 -H (/—*)*}; 
donc la diftance du centre d'ofciilation 






^ I 5 1 Pour que ce pendule batte les fécondes , il 
faudra que CO *=\> & pour cela il faudra déterminée 
d'après cette condition Tune des quantités qui fe trouvent 
dans fa valeur , ce que Ton pourra toujours faire par là 
réfolution d'une équation du fécond degré; 

Quand L axe de rotation, fe trouve au haut de h verge; 
on a /= 2 b , ce qui change Ja valeur précédente de C0 À 
en ççllç-ci. 

-«(Ai**)*** 
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Enfortc, par exemple, que fi on fuppofe y/»» ij», B*** 
a onc_ r |ib ) c^f s=sa*=s3' i ,lerayoii<k!|5lobe<*==3i |OU = 
^p 1 , $c le diamètre ar de FA affez petit en comparaifon de 
fa longueur* pour qu'on puifle négliger £ c* , on aura CO es 
3** , 2 ja8 ; & fi on négligeât la maffe de la verge FA, on 
auroit CO = 3 , 2J77 ; ainfi Terreur feroit de o, oo^p fI , ou 
de 7^ de ligne à peu-près. 

Exemple IV. 

5 1 6. Suppofons que le pendule dont il faut déterminer Fie 
le centre d'oftillation foit compofé dune lentille BGDF 
fufpendue à une verge A B de figure parallélépipède p 
comme cela eft ordinairement. ( Nous ne repréfentons ici 
que la coupe perpendiculaire au plan dans lequel ofcille le 
pendule ). 

Soit a a i'épa&euf F G de la lentille 5 2 h fa longueur B D. 
ou le diamètre de Ion grand cercle , 2/ la longueur de la 



verge A B 3 m fa largeur îk, n fon épaiffeur , c la diftaoce CB 
L te poids 4e k lentille > P celui de la verge. 

Cela pofé , - le centre de gravké du pendule étant <laiw 
«% point G > ^c celui de la verge dans un point 1 $ on aura 
<?ftfeord - 

- {L+P)GC-m tL.EC+P.CI~~L{h+$)+-P{o— /)/ 
On auraenfuke {499) pour le moment dlrtenie de k len- 
tille pat Hvpport k Fa*e ÏG , la quantité ' 

• ■ •', - - 74»-»- iîf4*-y-f*'toé>* - • ! *' •-•-•- 



*J4 TRAITÉ 

ôc par rapport à l'axe horizontal TCfy ce moment fera 

Ai ,£^!: + i(j4<)'. 

Quant au moment de la verge AB rapporté à un axe hori- 
zontal qui pafleroit par le centre de gravité I , on aura 
( joo) pour fon expreffion ~P (4,/* •+•»*), & en le rap- 
portant à Taxe TC V , on trouvera ~ P ( 4./* -4- n x ) •+• 
P (* — /)\ Donc la diftance C0 dû centre d*ofcillation r 
ou la longueur du pendule (impie ifochrone fera 

L(h + c)+P (c— /) 

quantité qu'il faudra égaler à 4 y fi on veut que le pendule 
batte les fécondes. 

r 

.Remarque. 

5l7* Huyghens fut le premier qui rechercha avec 
fuccès , & qui détermina par une méthode direâe les 
centres d'ofcillation des. plans & des .foliotes ( Horol. OfciL 
Paru 4. Prop. xx 1 & xxit ). On (kit à quel point ce grand 
homme pofiédoit . le talent de ramener aux chofes utiles 
les théories les plus élevées, & combien tQutes les par- 
.tie* des Mathématiques lui font redevables.. Lçs Arcs ne lui 
doivent pas moins , celui de l'Horlogerie fur-tout. Après 
avoir fait en ce genre des découvertes immortelles , il eut 
J'idée de les appliquer à la recherche d'une mefure inva- 
riable, 6c bientôt il déduifit.de la longueur du pendule 
ifochrone 1 Fexiftence de cette mefure» Voici quel fut 

fon raifonnement. 

Si 
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Si une pendule à féconde eft une fois b'en réglée fur le 
temps moyen par des obfervations d'étoiles ( ou par telle 
autre ôbfervation propre à cela ) , rien n'eft plus aifé que 
de fe procurer un pendule (impie qui fafle fes ofcillations 
en même temps. Il fuffit d'alonger ou d'accourcir le fil 
auquel il eft fufpehdu , de manière à faire coïncider bien 
exaâement pendant un quart d'heure ou une demi-heure 
tout au plus les ofcillations des deux pendules. Quand on 
eft parvenu à cette précifion , il n'y a plus qu'à mefurer 
avec foin la diftance du point de fufpenfion au centre d'of- 
cillation dans le pendule (impie ; car alors cette diftance 
étant partagée en trois parties égales , chacune de ces par- 
ties pourra tenir lieu de mefure invariable 6c univerfelle. 
{ Huyghens l'appelle le Pied Horaire). 

On voit bien en effet que tant que la force de la gravité 
fera la même dans un même lieu , jamais la longueur du 
pendule (impie ne variera* Les fiécles à venir pourront 
donc vérifier & retrouver les mefures a&uelles , en les 
comparant à cette longueur , au cas que par le laps du 
temps elles s'altèrent ou fe perdent. Il fuffira y par exem- 
ple , que la poftérité fâche que le pendule à fécondes étoit 
à Paris de 3 pieds 8 lignes -^ , pour en conclure que le 
rapport du pied de Roi au pied horaire eft celui de 432 
à 440^7. Si les anciens peuples avoient ainfi fixé leurs 
mefures , on ne difputeroit pas tant fur la longueur de 

fo; celles des Hébreux , des Egyptiens , des Grecs & des 
Romain?» 

Si Hhh 
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Article V, 

Du double mouvement que peut prendre un corps 
libre frappé Juivant une direction qui ne pajfe 
pas par fin centre de gravité. 

Fie. 5 I 8*SoiTAfon corps quelconque ; (bit G fon cen- 
tre de gravité j on demande quel fera te mouvement de ce 
corps ft une puiffance quelconque A le fblticite fuivant une 
dire&ion A F qui ne pafle point par Ion centre de gravité ? 

On a déjà vu que le centre doit fe mouvoir comme fi 
la force motrice lui étoit immédiatement appliquée fiuvant 
une direûion parallèle G £ ; il prendra donc fuivant cette 
ligne la vîtefle — „ On a vu auûi que pendant te mouve- 
ment progreflif du centre de gravité , tes autres partie* de* 
Vofcnt y en vertu de la puiffance motrice , tourner autour 
de ce centre comme s'il étoit fixe. Suppofona donc que le 
mouvement de rotation fe fait autour dW axe perpendi- 
culaire en G au plan de la figure , & appelions w la 
vîtefle angulaire que ppendra le corps autour de cet axe , / 
la perpendiculaire G F, A f 1& moment de la puiffance 
motrice par rapport à Taxe de rotation , MK* le moment 
d'inertie par rapport au même axe ; on aura W ■ =a *55«* 9 
pour l'expreflion de la vîtefle de rotation initiale. Mais cette 
vîtefle ôc l'axe de rotation feront-ila les mêmes dans le* 
mitants fuivants?^ 

$19. Pour réfoudre ce problème > ft faut chercher e*f 
général quels font dans un corps quelconque tes axe* 



1*8. 
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autour defquels ce corps mis une fois en mouvement , doit 
continuer de fe mouvoir uniformément autour du même axe* 
f Soit A P Taxe cherché , G le centre de gravité du Fw 
corps, M g une perpendiculaire fur le plan GAP , me- 
née du point M où fe trouve l'élément dM du corps 
foient G A y QP des perpendiculaires menées des points 
C& Q fur Taxe A P. Nommons AP, *; PQ 3 y; QM,z} 
la vîteffe angulaire du corps autour de Taxe AP , w ; & 
on aura w . PM pour Pexpreflion de la vîteffe de rotation de 
l'élément à M. La force centrifuge de ce même élément 

fuivant P M fera exprimée ( 407 ) par * . F ' M d M =* 
w*.PM.dM. 

~ Cette force fe décômpofe en deux, Tune fuivant QM= 
w % . zd M y l'autre parallèlement à P Q =» w % .y dM. La 
réfultante de toutes les forces w*.zdM doit être zéro y 
puifque fz dM= o. La réfultante des forces w % . ydM 
fera w % .M. G A. Mais il faut que Taxe AP foit tel que 
les forces centrifuges fe faffent mutuellement équilibre , 6c 
qu'elles ne puiffent rien changer ni à la vîteffe angulaire , 
ni à l'axe même. U faut donc que la réfultante W % . M ; 
G A (bit zéro , & par conféquent que Taxe de rotation 
paffe par le centre de gravité. 

5^0. Il faut encore quelque autre choie ; car les forces 
19* fzd M , iv % fydM quoique agiffant à des diftances 

infinies ■ * * ** . ^-ttt produiroient des moments finis . . » 

w % f xzdMy w % fxyd M capables de faire varier l'axe dç 

Hhhij 
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rotation & la vîtefle angulaire. Il faut donc de plus que 
Ton z\tfxydM=o 9 JxzdM=o, pour que l'effet de* 
forces centrifuges foit détruit. Or les formuIes/jcy^.Af = o,' 
fxzdM=o n'ont lieu que lorfque ^P eft un des axes 
principaux. On peut donc conclure'généralement que dans 
un corps libre quelconque, les axçs principaux font les feuls au* 
tour defquels un mouvement de rotation primitivement imprimé 
fe perpétue uniformément. 

Et par conféquent la folution du problême fuppofe que 
Taxe perpendiculaire en G au plan de la figure eft un des 
axes principaux. 

Remarque. 

m 

5 2 I. Dans un mouvement tel que celui dont il s'agît 
ici, le centre de gravité G étant mû uniformément fuivant 
la ligne G E , & les autres parties tournant en même temps 
autour. du point G dans le fens KL , il doit néceffaïre- 
ment y avoir fur la droite F G K perpendiculaire à G £ un 
point C dont la vîtefle de rotation perpendiculaire à CG 
foit égale à la vîtefle du centre de gravité , & qui refte par 
conféquent en repos pendant un inftant. Ce point eft ce 
que M. Bernoulli appelle le Centre fpontané dt rotation. 

Pour déterminer ce point , remontons aux formules déjà 
trouvées; — exprime la vîtefle du centre de gravité com- 

mune à toutes les particules , — L. eft Texpreflion de la vr* 

A f 

tefle angi laire du corps > ainfi ^^ r CG repréfente la vîtefle 

1 A f A" 

de rotation du point C, On aura donc -^ . CG = j^ 9 fit 



xoo. 
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f>ar conféquent CG = y. D où il fuit que le centre Jpontané 
de rotation nejl autre chofe que le centre d'oftillation du corps tour- 
nant autour de l'axe perpendiculaire en F au plan de la figure. Il 
fe déterminera donc par les mêmes principes. 

Problème I. 

< 

522. Un corps m étant mû fuivant la droite IK avec Fig. 
la vîtefle V rencontre le corps M perpendiculairement à 
ia furface de celui-ci > mais fuivant une direction qui ne 
pafle pas par fon centre de gravité G : on demande quel 
fera après le choc le mouvement de ces deux corps > M 
étant fuppofé libre & en repos. 

Soit v la vîtefle du corps m après le choc f enforte que 
m{V— \v) exprime la quantité de mouvement* qu'il corn- 
inunique au corps M fuivant IK. On fait que le centre de 
gravité G doit fe mouvoir comme fi cette force lui étoït 
immédiatement appliquée fuivant une dire&ion parallèle GE ; 

il aura donc fuivant GE la vîtefle J7 « 

M 

On fait d'ailleurs que les autres parties du corps tourne- 
ront autour de G avec la vîtefle angulaire w = m ^* 9 
en appellant f la perpendiculaire GK fur I K , & en défi- 
gnant par MK % le moment d'inertie par rapport à Taxe 
perpendiculaire en G au plan de la figure, axe autour du- 
guel le corps eft eenfé tourner. 

. Il faut maintenant que la vîtefle du point de conta£l / 
ducoxpsiW, eftimée fuivant IK foit égale à la vîtefle >v 
gui relie au corps m , afin que ces deux vîtefles ne fe 



y 
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nuifenf pas mutuellement. Or en, vertu du mouvement de 
rotation autour de G , la vîtefle du point •/ perpendiculai- 
rement à G/eft— { ~^i/.GV; d'où réfulte fuivanc 1K 

la vîtefle m ^fr ** cctte v ^ te ^ e ajoutée à la vîtefle 
progreflive du centre de gravité, m ^ v \ doit être égale 
à v. Ainfi on aura l'équation 

-if - •_)./• ^_ - f— > _ ; donne w _ _r<5£+=£L, 



Donc la vîtefle du centre de gravité fuivant G E , = -^ ■ 

î , & la vîtefle de rotation autour de 



A/JC 1 -♦- mK*-hmJ 

Taxe G eft w » -—J£l~-^ . C e qui réfout le problê- 
me propofé. 

Si la diftance / étoit zéro . on auroit v = — — « celle 

du centre de gravité feroit ^* w »v, & la vîtefle de xo-i 

tation w = o. En effet le choc étant alors direû > on dé* 
terminerait le mouvement par les loix déjà connues. 

Problême IL 

Fie. 5 2 3* Deux corps durs & fphériques A, a fufpenduf 
aux points fixes C, c par les verges inflexibles CA 9 ca , 
fe rencontrent avec des vîtefles angulaires V , v ; quel fera 
leur mouvement après le choc f 

Soient f^' , v 1 les vîtefles angulaires qu'ils auront après lé 
choc ; il faudra par le principe générai que les vîtefles y 9 & 
v* ne fe nuifent pas mutuellement , & que les corps A > a 
animés des vîtefles angulaires Z^— > V 9 } v — v' fe Mené 
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équilibre* Menons CB = F 9 cb ^/perpendiculairement fur 
la ligne A a qui paffe par les centres & par le point de con- 
<ta&. La première condition [exige que les vîteffes des 
points B y b foient égales ; on aura donc l'équation 
V'ï=*v f f. 

- En fécond lieu chaque particule dAâdu corps A fituée à 
la diftance r de Taxe C étant animée de la vîteffe ( V — V) t 
qu'elle a perdue , il en réfulte par rapport à cet axe , le mo- 
ment (V — V'\r*dM$ donc la fomme des moments eft 
{V—V) fr*dMQu {V—V')AK\ en appellant ÀK\ 
le moment d'inertie du corps A par rapport à Taxe C. 
: Le corps A animé de la vîtefle angulaire ^— V 9 équi- 
vaut donc à une force -~~ , qui agirait en B dans 

ta dire£tion de AB : pareillement le corps a animé de la 
•VÎteffe angulaire v — • v' équivaut à Une force -~ v f — 
qui agirait en b dans la dîredion de AB. Iï faut donc par 

la féconde condition que * h — j = o. 

Or cette équation jointe à celle que Ton a déjà trouvée; 
ÎJ7' Fcrsv'f) fera connoître les vîteffes angulaires V' 9 v 1 % 
dont Tes valeurs/ (ont ' . 

^ ^JCV X -^«* 1 ^ AK* /»-¥-* k l F 1 • 

5^4* Nous avons fuppofé les corps durs ; mais s'ils 

iraient parfaitement élaftiques , Tes formules du mouve- +J 

ment auraient befoin des modifications que l'élafticité exige. 

Car alors cette force reftituant en fens contraire au 

corps A la vîtefle V—V 1 qu'il aurait perdue par la corn- 
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preflîon , ii ne lui refteroit plus que la vîtefle 2 V' — V. 
De même le corps a ayant gagné dans la compreflîon la 
vîtefle v 1 — - v , il en gagnerait autant par Ton élafticité , 
enforte qu'après le choc fa vîtefle feroit nv 9 — v. Subfti- 
tuant donc à V & à 1/ les valeurs que Ton vient de trou- 
ver , on auroit pour la vîtefle angulaire du corps A la 
quantité 

AK x f x -+- 4** F» * 

* » 

& pour la vîtefle angulaire du corps a , la quantité 

ak*vF x + tAK x VFf-AK 1 vf- . \~ \ .. ' 
AK x p + *k l F x 

Avant le choc une particule d M du corps A fituée à laf 
diftance r de Taxe de rotation avoit la vîtefle r V 6c la 
force vive r % V % dM j donc la force vive du cdrps A étoit 
V x ft % dMou V % . AK* f & la fomme des forces vives 
des deux corps A , a étoit V* . AK % •+• v*.ak*. Cette 
fqmme eft devenue par le choc A K* (*V — V) % H-aJfe* 
( 2 t/— v)\o\xy\ AK % +v* .ak*++AK % F' {F' --F) 
^^ak % v f (v' — v), Or ii eft aifé de voir que les deux 
derniers termes fe réduifent à zéro ; car les deux équation! 

TJi V i£ AK X (V — V) _ sk x (v' — v) • 

y F=*v'f . .. . — -^ ^ ■+• — -y ' = o donnent 

y , (r i -r)AK* + x/{i/~v)ak*=*o. Donc la fomme 
des forces vives eft la même avant fie après le choc, qu<uid[ 
les deux corps font parfaitement élaftiques. 
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APPROBATION. 

J 'a i lu par ordre de Monfeigneur le Chancelier va Ouvrage qui 
a pour titre : Traité de Méchanique par M. l'Abbé Marie , Profefleur 
de Mathématiques» & il m'a paru que cette production écrite avec foin , 
& compofée avec fageûe , étoit bien digne de 1 attention 8c de l'eftime 
publiques. A Paris le 22 Avril 1774. 

UAbbé DE LA CHAPELLE. 1 
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OUÏS , par la grâce de Dieu , Roi de France 8c de Navarre, à nos amés SE 
féaux Confeillers » les Gens tenant nos Cours de Parlement , Maîtres des Re- 
quêtes ordinaires de notre Hâteï, <£raitd-Confeil , Prévôt de Paris , Baillifs, Séné* 
chaux, leurs Lieutenants Civils, 8c autres nos Jufticiers qu'il appartiendra: Salut. 
Notre amée la veuve Desaint , Libraire, Nous a fait expofèr qu'elle defireroit faire 
imprimer & donner au Public, un Traité de Méchanique, far M. V Abbé Marie , 
s'il Nous plai&tt lui accorder nt Lettre» de Privilège pqur ee népéflaires. A ces 
causes , voulant favorablement traiter rExpofante , Nous lui avons permis 8c 
permettons par ces Préfentes , de faire imprimer ledit Ouvrage autant de fois 
que bon lui femblera , 8c de le vendre , faire vendre & débiter par-tout notre 
Royaume , pendant le temps de fîx années^ confteutives , à compter du jour de 
la date des Préfentes. Faifons défenfes à tous Imprimeurs , Libraires 8c autres 
perfonnes de quelque qualité 8c condition qu'elles foient, d'en introduire d'irn- 
preffion étrangère dans aucun lieu de notre obéiiïance; comme auffi d'impri- 
mer , ou faire imprimer , vendre , faire vendre , débiter , ni contrefaire ledit 
Ouvrage , ni d'en faire aucun Extrait , fous quelque prétexte que ce puifle 
être , fans la permiffion exprefle 8c par écrit de ladite Exposante , ou de ceux 
qui auront droit d'elle; à peine de confiscation des Exemplaires contrefaits, de ** 

trois mille livres d'amende contre chacun des Contrevenants , dont un tiers à 
Nous , un tiers à l'Hôtel - Dieu de Paris , 8c l'autre tiers à ladite Expofànte , ou 
à celui qui aura droit d'elle , 8c de tous dépens , dommages 8c intérêts : A la 
charge que ces Préfentes feront enregiftrées tout au long fur le Regiftre de la 
Communauté des Imprimeurs 8c Libraires de Paris , dans trois mois de la date 
d'icelles; que l'impreffion dudit Ouvrage fera faite dans notre Royaume & 

non ailleurs, en beaji papier 8c beaux caraâeres, conformément aux Régie- 7 

roents de la Librairie , & notamment à celui du dix Avril mil lept cent vingt- # 

cinq , à peine de déchéance du prêtent Privilège ; qu'avant de l'expofer en 
vente, le manuferit qui aura fervi de copie a l'impreffion dudit Ouvrage, 
fera remis dans le même état où l'Approbation y aura été donnée , es mains de 
notre très -cher 8c féal Chevalier* Chancelier. Garde des Sceaux de France. 
Seur »* Ma«fc^; q«T* e» «fa emutte re mi s deux Exemplaires dans 



notre Bibliothéœe iprtltjwç , vrr ims çflle de njqrre JûbJ^ean jdiiJbPtvrtj rtc 
«tt*4lans celle* Audit fleuî ur mSrtfpEd* ; u te Mût S fcïhe te riuîlitî Jss 
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Préfentes. Du contenu defipelles Tout mandons Bc enjoignent de faire jouir 
ladite Expoânte fie fet ayant caufe, pleinement 5c paisiblement, (ans (ôuffrit 

?u*il leur (bit fait aucun trouble ou empêchement. Vouloni que la copie des 
réfentes , qui fera imprimée tout aa long au commencement ou à la fin dudit 
Ourrage , (bit tenue pour duement fîgmfiée ; fie qu'aux copies collationnées 
par l'un de nos amés & féaux Confeiîlers Secrétaires , foi (bit ajoutée com- 
me à l'original : Commandons au premier notre Huifiîer ou Sergent fur ce re- 
3uis , de taire pour l'exécution d'icelles , tous aâes requis fie néceflaires , (ans 
emander autre permîffion , fie nonobftant Clameur de Haro , Charte Nor^ 
mande , fie Lettres à ce contraires. Car tel eft notre plaifîr. Do m m é à Paris» 
le ving-quatrieme jour du mois de Mars l'an de grâce mil fept cent (bixante^ 
treize , Se de notre règne le cinquante-huitième* rar le Roi en fon Confeil. 

Signé, LE BEGUE. 

Rtgiftré fur le Rtgiftré XIX. de la Chambre Royale & Syndicale det librahret 
tf Imprimeur/ de Farit , numéro xjjtf. folio 71. conformément au Règlement de 
1713. A Tarit et 6 Avril 177J. 

C* A. JOMBERTpete, Syndic 



Imprimé pour la première foi? en Mai 1774. 
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